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1226 + 3774 = 5000 евро. На эти деньги он покупает 500 
акций и забывает про них до декабря. 

Допустим, что акции поднялись в цене. В банковском 
портфеле они теперь стоят 8000 евро (напомним, мы пред­
положили, что в случае роста цен за тысячу акций дают 

16000 евро, а банк купил всего 500). Банк выплачивает 
вам условленные 4000 евро, и с теми 12 ООО евро, которые 
вы выделили для покупки, вы можете теперь купить 

1000 акций Интергалактики за 16000 евро. У банковского 
работника остается 4000 евро, которые он возвращает 
в кредитный отдел. 

Если же акции упали, то в банковском портфеле они 

составят 4000 евро, - только-только чтобы расплатиться 
с кредитным отделом. Вы же, покупатель опциона, не 

получаете вовсе ничего, так как ваших 12 ООО евро вполне 
достаточно для покупки акций. 

Мораль: используя стратегию хеджирования, вы смогли 

застраховать риск в 4000 евро за сравнительно небольшую 
сумму: всего за 1226 евро, ведь именно 4000 вы могли 
потерять, если бы акции упали в цене. 



Глава 72 

НОБЕЛЕВСКАЯ ПРЕМИЯ В МАТЕМАТИКЕ? 

Бывает ли Нобелевская премия в математике? Еще 
несколько лет назад ответом было бы твердое и .ясное «нет». 

У математиков есть своя престижна.я медаль Филдса, 
которую вручают раз в четыре года на Международном 

математическом конгрессе. Хотя вручаемая сумма очень 
скромна, обладатели этой награды могут быть уверены 
в финансовой стабильности, поскольку на них изливаете.я: 

поток предложений хорошо оплачиваемой работы. Награда 
лучшему молодому поэту в городе Ванн-Айкель и то 

больше. 
Но в последние несколько лет все изменилось, хотя 

предыстория награды началась много миллионов лет назад. 

Тогда геологические процессы привели к образованию 

поблизости от норвежских берегов целого моря нефти; 
оно сделало очень богатой эту маленькую страну (всего 
четыре миллиона жителей). 

Много лет спустя после образова­

ния этого моря в Норвегии родился 

один из самых блестящих математи­
ков девятнадцатого века: Нильс Хен­
рик Абель (1802-1829). Его недолга.я: 
жизнь прошла в болезнях и нищете. 
Предложение академической должно­

сти (следует отметить, оно исходило 
не из родной Норвегии, а из Берлина) 

пришло слишком поздно. Он был так 
болен, что не смог его принять. 
И только после его смерти на 

родине признали гениального мате­

матика. Чтобы почтить его память, в 2002 г. учредили 
Абелевскую премию. Ее присуждают ученым, оказавшим 

особенно большое влияние на развитие математики. Пре­

мия составляет около миллиона долларов и почти так же 

велика, как Нобелевская. 
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Впервые Абелевскую премию присудили Жан-Пьеру 
Серру, это было в 2003 г. Затем ее получили сэр Майкл 
Атья и Изадор Зингер (2004 г.), Питер Лаке (2005 г.), Лен­
нат Карлесон (2006 г.) и Сриниваса С. Р. Варадхан (2007) 1>. 
Берлин тоже имеет отношение к этой премии: норвежское 
посольство любезно финансировало поездку на церемонию 

награждения команде, выигравшей ежегодный конкурс 

•день математики», который проводят для берлинских 
студентов. 

АБЕЛЬ И УРАВНЕНИЕ ПЯТОЙ СТЕПЕНИ 

Значителен вклад Абеля в различные области математики. 
В качестве примера рассмотрим его результаты по решению 

полиномиальных уравнений. 

Задача. Многие задачи в приложениях матема­
тики сводятся к задаче отыскания всех чисел, удо­

влетворяющих уравнению вроде х2 - 2, 5х + 3 = О или 
х1 -120Ох6 +3,1х-л= О. (Например, такие задачи часто 
попадаются инженерам. По расположению решений можно 

судить - останется ли система устойчивой или будет 
реагировать на малейшие помехи.) Функции, которые здесь 
появляются (т. е. х2 - 2,5х + 3 и х7 -1200х6 + 3,lх-л), 
называются многочленами или полиномами. В общем 

виде многочлены записывают так: 

anxn + an-lxn-1 + ... + alx+ ао, 

где п - некоторое натуральное число, а коэффициенты 

an, an-l' ... , а0 -произвольные числа. 
Самая большая степень в многочлене называется его 

степенью. В двух рассмотренных нами примерах степени 
многочленов равны 2 и 7, а степень многочлена общего 
вида anxn + an-l xn-l + · · · + а1 х + а0 равна п. Мы считаем, 
что коэффициент an не равен нулю. (Если бы он был равен 
нулю, мы бы просто опустили слагаемое anxn.) 

Результаты. Только в девятнадцатом веке уда­

лось установить, что у каждого многочлена 

anxn + an_1xn-l + · · · + а1х + а0 есть корни. Поскольку, 

1>А также Джон Томпсон и Жак Тите (2008 г.), Михаил Громов 
(2009 г.). - Прим. перев. 
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. например, у уравнения х2 + 1 = О нет действительных 
~ корней, нужно поискать решение среди комплексных 
чисел (и найти решения х = ±i). Если допустить 
комплексные корни, то окажется, что у многочлена 

anxn + an_1xn-l + · · · + а1х + а0 есть решения, даже если 
сами его коэффициенты - комплексные числа 1>. Но из 
существования решений вовсе не следует, что существует 

простая формула, по которой их можно вычислить. 

На самом деле такая формула существует только для 

очень «маленьких» степеней многочлена. Вот несколько 

примеров. 

• Первая степень. Задача заключается в том, чтобы 
найти число х такое, что а1 х + а0 =О, где а1 и 
а0 - заданные постоянные. Такое уравнение отно­
сительно х умеют решать все, кто учил алгебру: 
х=-а0/а1 • 

• Вторая степень. Теперь стоит задача найти все 

значения х такие, что выполняется равенство 

а2х2 +а1х+а0 =0, 
где а2 , а 1 , а0 заданы. Поколения школьников заучи­
вали формулу корней квадратного уравнения; их два: 

• Третья степень. В этом случае явная формула тоже 
есть, и называют ее формулой Кардано, по имени 
знаменитого итальянского математика Джироламо 
Кардана, опубликовавшего ее в 1545 г. в своем 
трактате «Ars Magna». 
Чтобы воспользоваться ею, нужно с помощью линей­
ного преобразования привести уравнение третьей 
степени к виду 

х3 -ах-Ь=О. 

Тогда решение можно найти по формуле 

1>см. гл. 94. 
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• Четвертая степень. И здесь есть формула для реше­
ний, она строите.я по коэффициентам с использо­

ванием знаков +, -, ·, : и извлечением корней. 
Эта формула была открыта Людовиком Феррари 
(1522-1565), современником Кардано. 

А что дальше? Почему нельзя построить пусть даже и 
сложные .явные формулы для уравнений более высоких 
степеней? Интенсивные поиски таких формул начались в 
шестнадцатом веке и закончились только в девятнадцатом, 

когда Абель решил этот вопрос раз и навсегда. 

Теорема Абеnя о неразрешимости 

В 1924 г. (в юном возрасте 22 лет) Абель показал, 
что нельзя ожидать результатов, аналогичных тем, что 

имеют место для степеней 2, 3, 4. Действительно, для 
уравнений пятой степени нельзя найти формулу - какой 
бы сложной она ни была, - выражающую решение через 

коэффициенты. 

С тех пор математики знают, что во многих случаях 
самое большее, на что можно надеяться, -найти величину, 

сколь угодно близкую к решению. 



Глава 73 

СЛУЧАЙ-ВЫЧИСЛИТЕЛЬ: 
МЕТОД МОНТЕ-КАРЛО 

Город Монте-Карло знаменит автомобильными гонками, 
обилием знаменитостей и своими казино. Математики, 
размышляя за рулеткой над капризами госпожи Удачи, 

выбрали термин «метод Монте-Карло» для одного способа 
вычислений, в котором случай играет главную роль. 

Рассмотрим, например, сложную фигуру F, лежащую 
внутри квадрата со стороной длины 1. Как найти пло­
щадь F? Классический подход состоит в том, чтобы разбить 
фигуру на меньшие, площади которых можно вычислить, 

и просуммировать результаты. 

В методе Монте-Карло используется совершенно другой 
подход. Его самая главная составная часть - генератор 

случайных чисел, который задает случайные точки на квад­
рате. При этом важно, что генератор запрограммирован 

таким образом, что для всех точек квадрата вероятности 

быть сгенерированными равны. Такое распределение точек 

называется «равномерным». Сегодня компьютеры могут 

генерировать миллионы таких точек в секунду. В таких 

предположениях вероятность того, что выбранная наугад 

точка попадет в область F, пропорциональна площади 

последней. 
Метод Монте-Карло позволяет экспериментально найти 

площадь фигуры. Например, если из миллиона сгенериро­

ванных точек ровно 622 431 попали на F, то вероятность 
«попадания» равна примерно 62,2%. Поэтому площадь F 
должна составлять примерно 62,2% от площади квадрата; 
последняя равна единице, поэтому в результате экспери­

мента установлено, что площадь F равна 0,622. 
У этого метода есть и достоинства, и недостатки. Самое 

главное достоинство заключается в том, что метод Монте­

Карло легко применим в крайне сложных и запутан­

ных ситуациях; соответствующие программы написать 

нетрудно, поскольку самая важная их составляющая -
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генератор случайных чисел - встроена практически во все 

существующие языки программирования. Но, к сожа­

лению, не всегда можно полагаться на удачу. Может 

случиться так, что сгенерированные точки расположатся на 

квадрате не равномерно, и тогда вычисленная вероятность 

их попадания на фигуру F не будет соответствовать ее 

площади. 

В силу такого эффекта результаты процедуры Монте­

Карло следует интерпретировать аккуратнее, в духе 

«с 99-процентной вероятностью площадь лежит в пределах 
от 0,62 до 0,63». 

Поэтому нет ничего удивительного в том, что мате­

матики по возможности стараются прибегать к точным 

процедурам. А вы хотели бы ездить по мосту, устойчивость 

которого гарантирована только с вероятностью 99%? 

ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЛОЩАДИ ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ ФИГУРЫ 
МЕТОДОМ МОНТЕ-КАРЛО 

Рассмотрим, как метод Монте-Карло может быть исполь­

зован для вычисления площади под параболой. Найдем 
площадь фигуры, ограниченной параболой и осью абсцисс, 

когда х меняется от О до 1 (рис. 73.1). 

Рис. 73.1. Чему равна площадь под параболой? 

Для этой задачи несложно найти и точное решение. 

Больше двух тысяч лет назад Архимед нашел формулу, 

которую сейчас выводят в курсе элементарного анализа. 

Пусть парабола задается функцией /(х) = х2 , ее первооб­
разная равна х3 /3, и с учетом верхних и нижних пределов 
получаем площадь i. 
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С методом Монте-Карло вы можете забыть про анализ. 
Есть две разновидности этой процедуры. 

Метод первый. Вначале фигуру F, площадь которой 
нужно вычислить, помещают в какой-нибудь прямоуголь­

ник R. В нашем случае мы можем взять квадрат с еди­
ничной стороной. Затем компьютер генерирует «много» 

случайных точек внутри этого квадрата так, чтобы они 

были равномерно распределены. Затем остается только 

подсчитать, сколько точек попало внутрь области F. Доля 
эти_х точек среди всех выражает отношение площади F 
к площади R, поскольку точки распределены равномерно. 

На рис. 73.2 вы видите типичный пример распределения 
точек. Всего их 60, и 22 из них попали в область 
под параболой. Поэтому площадь этой области равна 

приблизительно 22/60, т. е. 0,366 ... 

". 

Рис. 73.2. Вычисление площади методом Монте-Карло 

Это неплохой результат для такого небольшого числа 

точек. Компьютер легко сгенерирует много раз по столько 

точек; при этом точность и надежность вычислений 

повысятся. 

Метод второй. Этот метод основан на теоретико­

вероятностной интерпретации. Искомая площадь равна 
среднему выигрышу в игре, в которой наугад выбираются 
точка х из интервала [0,1] и выплачивается сумма х2 • 
Чтобы воспользоваться этим фактом, можно написать ком­

пьютерную программу. Обнулим регистр памяти r и заста­
вим компьютер генерировать случайные числа в диапазоне 

от О до 1. Каждое из этих чисел возводится в квадрат 
и суммируется в регистр r. (Например, если сгенериро­
вано случайное число 0,22334455, то значение r должно 
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увеличиться на 0,22334455 · 0,22334455 = 0,4988278801.) 
Эта операция проделывается очень много раз, а затем 

результат делится на число сгенерированных случайных 

чисел (здесь мы обозначим его п). На «псевдокоде» эта 

программа выглядит так: 

n:=10000; 
r:=O; 
for i=1 to n do 
begin y:=random; r:=r+y*y; end; 
r:=r/n; 

Когда программа закончит работу, в регистре r будет 
храниться число, приблизительно равное площади под 

параболой. Мы свели в таблицу результаты нескольких 
компьютерных испытаний: 

Число п испытаний 10000 10000 100000 100000 
Регистр r 0,3338399 0,336283 0,33350 0,33304 

Замечательно то, что можно получить значение, доволь­

ное близкое к истинному 0,3333 ... , не прибегая к инте­
грированию. Весь процесс занимает доли секунды, причем 

функции могут быть гораздо сложнее. Единственный 
минус - никогда нельзя быть на сто процентов уверенным 

в результате. Только зная результат заранее, можно 

сказать, насколько точной оказалась аппроксимация. А без 

этой информации остается только уповать на компьютер 

и законы теории вероятностей, и если речь идет о вопросах 

жизни или финансов, нужно семь раз отмерить, прежде 

чем один раз отрезать. 



Глава 74 

НЕЧЕТКАЯ ЛОГИКА 

Совсем недавно в рекламе пылесосов и стиральных машин 

говорилось, что они оперируют с •нечеткой логикой•. Идею 

такой логики в 1970 г. предложил профессор математики 
и информатики из Беркли Лофти Аскер Заде. Он построил 

математические основания для того способа рассуждений, 

которым мы пользуемся в повседневной жизни. 

Математики обычно настаивают на строгости, и поэтому 

для них есть только «правда• и •ложь». Целое число 

может или быть простым, или не быть, и нет никаких 
промежуточных положений между этими двумя. 

Но в повседневной жизни мы не ограничиваемся только 

черным и белым. В зависимости от доступной информации 
наши представления об истинности некоторого утвержде­
ния могут быть доволь:во расплывчатыми: безопасен ли 

выбранный способ передвижения? Перспективно ли данное 
предприятие? 

Нечеткая логика призвана •очеловечить• математику, 
допуская, что о суждении можно сказать не только 

•истина• или •ложь•, но оценить его любым значением от 
1 (бесспорная абсолютная истина) до О (бесспорна.я абсо­
лютная ложь). Например, значение 0,9 можно приписать 
утверждению, в истинности которого мы •почти уверены•. 

Замечательно, что б6льшая часть теорем классиче­
ской логики может быть перенесена в нечеткие рамки. 
Например, нечеткие утверждения можно соединять: если 

утверждения р и q имеют высокие истинностные значения, 
то же самое можно сказать и об утверждении « р и q». Это 
вполне согласуется с наrоим опытом и поэтому привлекает 

многих математиков. 

Аналогичный подход можно использовать для контро­
лирования более или менее сложных. процессов. Предполо­
жим, робот должен уравновесить доску на горизонтальной 
пластине. Точное моделирование такой ситуации - крайне 
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тонкая вещь, но его несложно втиснуть в рамки нечеткой 

логики. Можно сопоставить нечеткие значения степеням 

отклонения доски от вертикали - что-то вроде «доска 

немного повернута влево», или «доска сильно развернута 

влево», и так далее. Если смещение влево составляет, ска­

жем, 10 градусов, то значение для утверждения «немного 
влево» может быть равным 0,6, а для утверждения «сильно 
влево» - 0,4. (Поскольку нам кажется что 10 градусов­
это скорее «немного», чем «сильно», -для «немного» 

нечеткое значение больше.) Кроме того, можно предусмот­
реть, как робот должен реагировать в ситуации «немного 

влево» или «сильно влево»: что-то вроде «подвинуть на 

дюйм вправо» или «на три дюйма влево», например. 

После этого проводится наблюдение за перемещением и его 

оценка: чем «истиннее» получился результат, тем больше 

устанавливается доля соответствующей реакции. 

Такая процедура позволяет использовать такие челове­
ческие знания, которые не могут быть выражены матема­

тической формулой. Однако для большинства математиков 
нечеткая логика - кустарное изделие. Для своих пылесо­

сов они предпочли бы точную логику, даже если это не 

сказывалось бы на результатах работы. 

НЕЧЕТКОЕ УПРАВЛЕНИЕ 

Классическая теория управления - сложная математи­

ческая дисциплина. Большой вклад в ее развитие был 

сделан американским математиком Норбертом Винером 

(1894-1964), придумавшим слово «кибернетика». Идея 
состоит в контроле за оптимальной системой: желательно 

добиться, чтобы некоторые значения достигались как 
можно быстрее (или дешевле), при этом для управ­
ления процессом можно менять некоторые параметры. 

«Система» может представлять собой цепь химических 
реакций на фармацевтической фабрике, доменную печь 

или вражескую ракету, которую нужно сбить. Методы, 

разработанные в этой области, распространены неимоверно 

широко. Ситуация может быть довольно сложной: полная 
информация доступна не всегда, поскольку контроль может 

осуществляться только с задержкой, или случайные помехи 
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могут менять процесс непредсказуемым образом. Как 

правило, функции управления задаются очень сложными 

уравнениями, и точные решения доступны только в исклю­

чительных случаях. 

Как мы уже говорили, нечет­

кое управление может сделать жизнь 

гораздо проще. За системой наблю­

дают, а потом оценивают, в какой 

мере текущая ситуация соответствует 

ра,зличным сценариям. Если уравнове­

шиваемая доска наклонилась на пять 

градусов вперед, то это может при­

вести к следующему распределению 

сценариев, описанных ранее ((<сильно 

отклонить назад•, (<Не отклонять•, 

(<немного наклонить вперед•, (<Сильно 

наклонить вперед•): 0,0; 0,2; 0,8; 0,0. 
Затем опрашивают (<экспертов•, что 

нужно предпринять в случае, если 

доска сильно отклонилась назад? Отклонить немного 
назад? и т. д. Если среди прочего выяснится, что ничего 

предпринимать не следует, когда отклонения нет 1>, и что 
при небольшом наклоне вперед нужно подвинуть доску на 

пять дюймов вперед, то эти две реакции комбинируются 

пропорционально их участию в описанном нами сценарии: 

(<ничего не делать• -с коэффициентом 0,2; (<подвинуть 

доску на пять дюймов вперед• - с коэффициентом 0,8. 
В результате доска будет перемещена на 0,8 · 5 = 4 дюйма. 

Поразительно, что так можно работать с довольно 
сложными задачами управления. Решение может полу­

читься (<дерганным• по сравнению с классическим, но 

зато (<Нечеткость• гораздо проще в исполнении. 

1>Конечно же, вы могли бы догадаться об этом сами, не прибегая 
IC помощи ЭIССПертов. 
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СЕКРЕТНЫЕ ПОСЛАНИЯ В БИБЛИИ 

Для математиков числа - это объекты, свойства которых 
нужно изучать и использовать в вычислениях. Математики 

не приписывают числам никаких мистических свойств. 

Однако с давних пор существует традиция, известная еще 
Пифагору, видеть в числах нечто большее. Например, 

числам могут приписывать некоторую значимость («пар­

ность - купель изменений•, «тройка говорит о мудрости 

и знании•), а затем использовать это качество в ходе 
принятия решений. 

Следует ли покупать дом, если сумма цифр в адресе -
«несчастливое• число? Кого-то может смутить номер 

подержанной машины (покупать или не покупать) или 
дата рождения будущего супруга; числа есть всюду. 

Особое распространение мистика чисел получила 
в девятнадцатом веке. Было такое популярное занятие: 

буквам алфавита приписывали определенные значения, 
и таким образом получали числа, соответствующие именам 
людей. Если в результате получалось 666, - «число зверя•, 

о котором упоминается в Библии, - то это, несомненно, 

должно было что-то означать: 

Здесь мудрость. Кто имеет ум, тот сочти число зверя, 
ибо число это человеческое; число его шестьсот шестьдесят 
шесть (Св. апостол Иоанн, Отк.13:18). 

У этого метода есть уязвимое место. Существует так 
много способов сопоставить буквам цифры, что у подсчи­
тывающего есть огромный простор, чтобы повлиять на 

результат. Например, в романе Толстого «Война и мир» 

удалось сопоставить Наполеону число 666, только если его 
имя записать не вполне верно как «Le Empereur•. 

Еще один всплеск числового мистицизма случился 
в 1997 г. после публикации книги М. Дрознина «Код 
Библии• (М. Drosnin. «The ВiЫе Code» ). Автор предложил 
теорию, что в оригинальной еврейской библии в зашиф-
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рованном виде хранится много информации о событиях 

прошлого и будущего. 

Споры добрались и до профессиональных математи­

ческих журналов, поскольку вначале было неясно, как 

такое огромное количество столь точных предсказаний 

долго могло оставаться неизвестным. Но оказалось, что 

метод Дрознина приводит к аналогичным результатам для 

любого текста, лишь бы тот был достаточно длинным. 
Нужно только хорошо постараться . 

. Конечно же, такие игры не ограничиваются одной 

только Библией - существуют и современные варианты. 
Например, порицатели компании Microsoft при желании 
могут найти число 666 в имени Билла Гейтса. Для этого 
нужно только «правильно» записать имя как «В. & Gates» 
и сопоставить буквам АSСП-коды: 

в & G А Т Е S Сумма 

АSСП-код 66 190 38 71 65 84 69 83 666 

Но это не единственный способ разоблачить Билла 
Гейтса l). Его полное им.я - Уильям Генри Гейтс III, 
поэтому любой вправе посмотреть, что будет, если записать 

его как «BILL GATES 3», и вуаля: 

В 1 L L GAT Е S3Сумма 

АSСП-код 66 73 76 76 71 65 84 69 83 3 666 

Следует признать, что здесь есть доля жульничества. 

Во-первых, АSСП-код цифры 3 равен вовсе не 3, а 51. 
А во-вторых, пропущен пробел между именем и фамилией, 

а его АSСП-код равен 32. Прямой перевод имени Билла 
Гейтса в числа ни разу не обнаружил ничего зверского. 

ИСТОКИ МИСТИЦИЗМА У ПИФАГОРЕЙЦЕВ 

Историю числового мистицизма можно проследить до 

глубокой древности. Впервые он обнаруживается у пифа­

горейцев, последователей Пифагора (около 500 г. дон. э.). 

1>Этот способ в 1995 году появился в журнале Harper. 
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В древних цивилизациях Египта и Междуречья числа 

были важным инструментом вычислений в астрономии, 

архитектуре и никакого особого смысла им не придавали. 

Спустя два века после Пифагора греческие математики 

тоже не видели в них ничего мистического; в огромном 

математическом компендиуме, «Началах» Евклида, нет 

таких упоминаний. 

После заката пифагорейской школы числовой мисти­

цизм был почти забыт до появления нео-пифагорейцев 
в начале нашей эры. И с тех пор он прочно удерживает свое 

место в сокровищнице всего иррационального. Особенно 

в трудные времена, когда люди ищут объяснения своих 

проблем и помощи, а религия им кажется недостаточной, 
вдруг опять становится важно, что 1 - «хорошее» число, 
а 2- «плохое». 

Хотя для математиков во всем этом нет ни малейшего 

смысла, не стоит полагать, что у настоящих ученых обя­

зательно есть иммунитет против мнений, которые в наше 

время многие считают иррациональными. Иоганн Кеплер, 

открывший, что планеты движутся по эллиптическим 

орбитам, пытался вывести расстояния от планет до Солнца 

через соотношения между вписанными одно в другое 

Платоновыми телами (кубом, тетраэдром, октаэдром, ико­

саэдром, додекаэдром). А великий Ньютон в поисках 

секретных сообщений, зашифрованных в Библии, проводил 

больше времени в своей алхимической лаборатории, чем 
тратил на написание книги «Principia Mathematica», -
а ведь она торжественно открыла победоносsое шествие 

математических методов в царство естественных наук. 

ЗАКОН «МАЛЫХ ЧИСЕЛ)) 

«Мистические» связи иногда возникают лишь потому, 

что число малых чисел мало. Математик назвал бы этот 

принцип «законом малых чисел». 

Математические доказательства бесспорны. Каждому, 

кто хочет разложить пять шариков в четыре ящика, 

придется поместить более одного шарика хотя бы в один 

ящик. Математики называют этот принцип «принципом 
Дирихле» (о роли этого принципа как метода дока-
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зательства можно прочитать в гл. 61). Согласно этому 
принципу при выявлении взаимосвязей между понятиями 
малое число неизбежно будет повторяться довольно часто. 

Например, хорошо известны такие тройки: 

• три грации (Аглая, Ефросина и Талия), 
• три царя (Каспар, Мельхиор и Валтасар), 
• три мушкетера (Атос, Портос и Арамис), 
• три времени (прошлое, настоящее и будущее). 
Такое совпадение не означает вовсе ничего, но нумеро­

логи считают, что когда в группу входят три элемента, -
это очень важно. 

Те, кто интересуется этим предметом, могут прочитать 

две очень интересные книги: 

• Underwood Dudley: Die Macht der Zahl. Birkhauser, 
1999. 

• Harro Heuser: Die Magie der Zahlen. Herder Spektrum, 
2003. 



Глава 76 

НАСКОЛЬКО УЗЛОВАТЫМ МОЖЕТ БЫТЬ 
УЗЕЛОК? 

Вообразите, что где-то в чулане у вас есть электрический 

провод-удлинитель. Вы включаете его самого в себя, т. е. 

вставляете вилку в розетку на другом конце удлинителя: 

получается замкнутый контур. 

Если перед тем, как вы это проделали, удлинитель 

был более или менее запутанным, то теперь он станет 

безнадежно заузленным (рис. 76.1). Можно ли распутать 
узел, не вынимая вилку из розетки? Иначе говоря, можно 

ли превратить его в большую окружность? Понятно, что 

иногда это можно сделать, а иногда нельзя. 

Рис. 76.1. Можно ли развязать этот узел? 

Но в каких именно ситуациях? Этот вопрос занимал 
математиков несколько столетий. Конечно же, не как 

теория удлинителей, но как теория общих абстрактных 

узлов. Сразу же встает задача построить подходящий 

словарь для формулирования этого вопроса об узлах. Ее 

поставил еще Лейбниц, но удовлетворительное решение 

было получено только в конце девятнадцатого века. Точная 

формулировка достаточно сложна, так что мы ограничимся 

моделью с удлинителем. 
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Поразительно, но потребовалось несколько десятилетий, 

чтобы был получен ответ на один из самых простых 
вопросах об узлах. Факт, известный каждому, кто хотя 

бы раз пробовал завязать узел, был строго доказан 

лишь в 1930 г.: не1юторые узлы развязать нельзя, как 
ни старайся. Вот простейший пример такого узла: лист 
клевера. 

Задача классификации гораздо сложнее. Как разделить 
на категории огромное множество самых разных узлов? 
Над этим вопросом математики работают се.Цчас. 

Развитие теории узлов важно для физики. В 1867 г. 
английский физик Ульям Томсоu (позднее лорд Кельвин) 
предложил новую и оригинальную атомистическую тео­

рию, в соответствии с которой атом представляется в виде 

извилистой линии в эфире; атомы можно представлять 

себе как перепутанные кольца дыма. Разнообразие все­

возможных атомов тогда соответствовало бы различным 
базовым типам узлов. Так возникла задача классификации 

и началась систематическая разработка теории узлов. 
В современной физике идеям Кельвина места не 

нашлось. Однако теория узлов стала жизненно важной 
для физики по другой причине. Она играет важную роль 

в теории струн, которая пытается объяснить базовую 
структуру материи. 

ИНВАРИАНТЫ УЗЛОВ 

Прошло 230 лет с формулировки вопроса «существуют ли 
узлы, которые нельзя развязать?» до его первого реше-
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ния математиком Куртом Райдемайстером (1893-1771). 
В 1932 г. он предложил использовать инварианты узлов. 

Вначале объясним идею инвариантов на простом при­

мере. 

Рассмотрим следующую простую «игру•. На столе лежат 

десять камешков; ход игры заключается в том, чтобы 

выложить на стол семь камешков (из неограниченного 

запаса) или снять со стола семь камешков (если это 
возможно). 

Задача. Может ли в некоторый момент игры на столе 

оказаться ровно 22 камешка? 
Решение. Нет. Такого быть не может, и это можно дока­

зать, используя несложный метод инвариантов. В каждый 
момент игры мы рассматриваем остаток от деления числа 

камешков на столе на семь l). Тогда ясно, что должны 
выполняться три вещи. 

• В начале игры остаток равен 3. 
• Любой ход в этой игре не меняет остатка при делении 
на 7, поскольку камешки на столе добавляются или 
убираются по семь штук. 

• Для числа 22 остаток от деления на 7 равен 1. 
Таким образом, в ходе описанной процедуры невоз­

можно получить число 22. 

А теперь вернемся к теории узлов. Райдемайстеру 

пришло в голову использовать для узлов аналогичный 

подход. Вначале он определил то, что можно было бы 
назвать «простой ход в игре с узлами•. Всего оказалось 
три различных вида tдвижений Райдемайстера•. Это 
манипуляции с узлами ,Вида «передвинуть одну петлю пол­

ностью над другой•. ~Rжно, что любая манипуляция над 
узлом может быть представлена в виде последовательности 

движений Райдемайстера. 

А затем Райдемайстер определил инвариант - такое 
свойство узла, которое не может измениться при этих 

движениях. Если узел обладал этим свойством до движе­
ния, то будет обладать и после. 

1>то есть, как было сказано в гл. 22, ищем сравнение этого числа по 
модулю семь. 
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К сожалению, инвариант этот сложнее, чем «остаток при 

делении на 7 » из описанного нами примера. Инвариант 
Райдемайстера заключается в возможности раскрасить 

плоское изображение узла определенным образом. 

Суть подхода Райдемайстера в том, что можно доказать 

следующие утверждения. 

• Инвариант не меняется при движениях Райдемай­
стера. 

• Замкнутый контур, т. е. не заузленный узел, нельзя 
, раскрасить указанным образом. 

• Некоторые узлы, такие как лист клевера, раскрасить 
можно. 

Отсюда следует, что узел «лист клевера» развязать 

нельзя. 

Надо заметить, что этот результат вовсе не дает ответа 

на все оставшиеся вопросы. Если узел можно раскрасить, 

то его нельзя распутать. Но обратное необязательно верно: 

во многих случаях этот метод не позволяет определить, 

можно ли распутать узел, поскольку существуют узлы, 

которые раскрасить нельзя, но распутать можно. Поэтому 

остается задача найти другие инварианты, позволяющие 

отличать узлы, которые распутать можно, от тех, которые 

распутать нельзя. 

Поиск таких инвариантов составляет предмет многих 
исследований. Долгосрочная цель - универсальный инва­

риант, т. е. легко проверяемое свойство узлов, которому 

узел удовлетворяет в том и только том случае, когда его 

можно распутать. Но пока эта цель кажется очень далекой. 



Глава 77 

СКОЛЬКО МАТЕМАТИКИ 
НУЖНО ЧЕЛОВЕКУ? 

Сколько математики нам в действительности нужно? Нам 

правда нужны квадратные уравнения, графики функций 

и интегралы? Разве не достаточно уметь считать и знать 

таблицу умножения, чтобы знать, сколько заплатить 

в бакалейной лавке и сколько оставить чаевых в ресторане? 

Некоторые готовы пойти еще дальше и передать даже эти 

вычисления карманным калькуляторам, которые теперь 

встраиваются: в любой мобильный телефон. 

Не стоит воспринимать такие радикальные предложения 

всерьез. С тем же успехом можно защищать отмену пре­

подавания родного языка (ведь есть программы проверки 

правописания) или географии (на это есть Гугл). Тем не 

менее вполне правомерен вопрос о том, каким должно быть 

место математики в современной системе образования. 

Я полагаю, есть три .момента, которые обусловливают 

глубокое изучение предмета в школьной программе. Во­

первых, нельзя спорить с тем, что :математика полезна 

для решения конкретных задач реального мира. Начиная 

с вычислений в уме у прилавка в булочной, и переходя 

почти ко всем ветвям науки. Любому студенту, плани­

рующему стать инженером, заниматься естественными, 

гуманитарными, социальными науками или медициной, 

требуется серьезная подготовка хотя бы по основам стати­

стики. Компьютеры не замен.ят этой подготовки, какими 

удобными бы ни были программы. Человек, который 

не в состоянии п~вести простые вычисления, чтобы 
проверить результа работы компьютера, не заметит, если 

кассир в супермар ете нечаянно введет неверную цену, 

ошибившись в положении запятой. И даже самый совер­
шенный программный пакет не снимает с пользователя 

ответственности; только пользователь может проверить, 

подходит ли данный пакет в данной ситуации, только 
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пользователь может выяснить, на какие вопросы позво­

ляют ответить собранные данные; только пользователь 

может проинтерпретировать результаты. Без математики 

люди отдают себя на милость барышников и спекулян­

тов, а долговременные экономические планы, такие как 

покупка дома, превращаются в опасную азартную игру для 

тех, кто не в состоянии оценить величину задолженности. 

Во-вторых, математика - невероятно захватывающее 

интеллектуальное приключение. Решение задач требует 

настойчивости и креативности - в процессе воспитания 

этим качествам невозможно уделить слишком много вни­

мания. Ответственные за персонал в крупных компаниях 

любят повторять, что эти качества, которыми обладают 

студенты-математики, не менее важны, чем техническая 

осведомленность о делах фирмы. Математик привыкает 

возиться с задачей до тех пор, пока не будет получено 

решение. Без сомнения, это качество ценится высоко 

в любой профессии. 

И в-третьих, нельзя забывать, что «наш мир построен 

на математических принципах•. Со времен Галилео нам 

известно, что книга природы написана на .языке мате­

матики. Поэтому всякий, кто желает познать глубинную 

сущность мира, должен быть знаком с числами, геомет­

рическими объектами и вероятностью. 

Математика играет важную роль во всех базисных 

концепциях естественных наук. Философ не осмелился 

бы на попытку вести речь об онтологии, не имея базовой 

математической подготовки для понимания теории отно­

сительности и теории вероятностей. 

К сожалению, обучение в школе обычно ограничивается 

техническими приемами. Для того чтобы получать хорошие 

оценки, достаточно запомнить несколько рецептов; поэтому 

ученики с такой математической подготовкой так и не 

прикасаются к сути. Это словно бы учить французский 

язык, ограничившись исключительно грамматикой и не 

прочитав ни одного стихотворения Бодлера. Но это уже 

другая история l). 

1>см. гл. 31. 
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ГДЕ ОБ ЭТОМ ПРОЧИТАТЬ 

Большинство глав в этой книге можно рассматривать как 

иллюстрацию этих трех аспектов важности математики, 

которые мы сегодня обсуждали. Вот некоторые примеры: 

• «Математика полезна»: гл. 1, 7, 9, 14, 21, 62, 63, 
64, 71, 90, 91, 93, 98. 

• «Математика увлекательна»: гл. 4, 15, 17, 18, 23, 
33, 48, 49, 76, 99. 

• «Математика- язык природы»: гл. 38, 47, 51. 



Глава 78 

МНОГО, БОЛЬШЕ, ЕЩЕ БОЛЬШЕ! 

На рынке продают две корзины яблок, и вы хотите купить 
ту, где яблок больше. Как решить-которую? Первое, что 
приходит в голову, - подсчитать яблоки в обеих корзинах 
и сравнить результаты. 

А если вы пока не умеете хорошо считать? Все равно 
можно провести сравнение, - просто вынимайте по одному 

яблоку из каждой корзины, пока одна из них не опустеет. 

В ней яблок было меньше. 
Точно так же можно сравнивать размеры множеств, 

даже если нет возможности подсчитать количество их 

элементов. Эту идею основатель теории множеств Георг 

Кантор успешно применил к бесконечно большим множе­

ствам. Нужно только слегка подкорректировать пример 

с яблоками. Вместо того чтобы вынимать их парами, 
яблоки из первой корзины раскладывают в ряд. Затем 

яблоки из второй корзины тоже раскладывают в ряд 

параллельно первому, так чтобы напротив яблока из одной 
корзины лежало яблоко из другой. Точное соответствие 
рядов укажет на то, что .яблок в корзинах поровну, если же 

точного соответствия нет, то это будет замечено сразу же. 
Мы воспользуемся этим способом, чтобы показать, 

что нечетных чисел «столько же», сколько четных. 

Нужно только расставить элементы множеств 2, 4, 6, ... 
и 1, 3, 5, ... «в две шеренги», чтобы четное число 2 было 
напротив нечетного 1, четное 4-напротив нечетного 3, 
четное б - напротив нечетного 5, и т. д. каждому четному 
числу будет соответствовать нечетное, на единицу меньшее. 

Кантор обнаружил несколько удивительных .явлений, 

связанных с размерами числовых множеств. Рассмотрим, 

например, множество рациональных чисел - их можно 

представить в виде дроби, т. е. отношения двух целых 

чисел, например 7/9 или 1001/4711. В этом множестве 
столько же элементов, сколько в множестве натуральных 
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чисел 1, 2, 3, ... , -и это вовсе не очевидно. На первый 
взгляд кажется, что дробей должно быть гораздо «больше», 
чем целых чисел. 

Кантор также показал, что множество дробей ничтожно 
мало по сравнению с множеством всех чисел, - тех, 

которые можно представить в виде бесконечной десятичной 

дроби. Последних так много, что нет никакой возможности 
сопоставить их натуральным числам 1, 2, 3 .... 

Во многих отношениях бесконечности ведут себя как 
обычные числа. Например, их можно сравнивать так, что 

о любых двух бесконечных множествах можно сказать -
они одного размера, или одно из них больше, «бесконеч­

нее» другого. Арифметика бесконечных множеств полна 

подводных камней, парадоксы и неожиданные выводы 

встречаются на каждом шагу. И поэтому по большей части 

в математике имеют дело с множествами, которые «не 

слишком велики». 

ДРОБЕЙ И НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ ПОРОВНУ 

Мы уже говорили, что дробей и натуральных чисел 

поровну, и сейчас с помощью рисунка покажем, почему 

этот удивительный факт верен. Однако вначале нужно 

четко осознать, что утверждение «в множестве М столько 

же элементов, сколько натуральных чисел» означает, что 

через элементы множества М можно проложить такой 

маршрут, что по дороге встретится каждый элемент этого 

множества в точности по одному разу. Это верно, например, 

для множества четных чисел. На п-м шаге мы попадаем 

в число 2п, при этом каждое четное число встречается 

ровно однажды; например, число 4322 -на 2161-м шаге. 
Но как можно обойти все дроби, чтобы посетить 

каждую? Кантору пришла в голову такая идея. Запишем 
все дроби в следующем, вполне определенном, порядке. 
В первой строке запишем все дроби со знаменателем 1: 

о, 1, -1, 2, -2, 3, -3, .... 

Знаки чередуются, так что отрицательные числа тоже 
попадают в эту строку. 
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Во второй строке запишем все (несократимые) дроби со 
знаменателем 2: 

! 1 з -~ .о 5 2·-2·2· 2·2·-2··" 
В следующих строках запишем дроби со знаменателем 3, 
4, 5, и т. д. 

Получим бесконечную таблицу, в которой все дроби 
встречаются по одному разу. Например, дробь 12/1331 
находится в 1331-й строке. Остается только проложить 
маршрут, проходящий через все эти дроби. Примитивный 

подход не· сработает. Если отправиться вдоль первой 
строки, никогда не удастся добраться до ее конца, так что 

на этом пути никогда не встретится дробь l· Фокус в том, 
чтобы путешествовать вдоль диагоналей, :как показано на 
рис. 78.1. 

Рис. 78.1. Маршрут, который проходит через все дроби 

Начинаясь в нуле, маршрут проходит через числа 

1, i• l• -i, -1, .... Хотя нелегко сообразить, куда попа­
дет путешественник, скажем, на десятитысячном шаге, 

все же ясно, что рано или поздно ему встретите.я каждая 

дробь. И поэтому натуральных чисел и дробей поровну. 



Глава 79 

ВЕРОЯТНО, ЭТО ВЕРНО 

В последние десятилетия стало ясно, что роль случая 

заключается не только в том, чтобы вызывать непредска­

зуемые разрушения. В гл. 73 мы уже говорили о методе 
Монте-Карло, когда сложные вычисления поручаются слу­
чайному процессу. Сегодня мы расскажем о более фун­

даментальных вещах - о том, как случайность помогает 

устанавливать истину. 

Например, рассмотрим большое число п, в котором 

несколько сотен цифр. Для криптографических приложе­

ний может быть важно знать, просто ли оно. Поскольку 
число большое, прямые методы проверки неприменимы, 

и нужно искать другие подходы к этому вопросы. 

Из теории чисел известно, что если число п - не простое 

(т. е. составное), то по меньшей мере половина чисел между 

1 и п обладает связанным с п легко проверяемым свойством 
Р, а если п - простое, то чисел с таким свойством нет ни 

одного. (Точная природа Р здесь для нас несущественна.) 

Теперь можно проверить число п на простоту, используя 
генератор случайных чисел, который выдает числа х между 

1 и п, а затем проверяет, обладают ли они свойством Р. 
Проверка дает отрицательный результат в двух случаях: 

если число п простое и если п составное, но так совпало, 

что число х относится к тем, которые не обладают 

свойством Р. Если результаты многократных проверок 

оказались отрицательными, то :крайне неправдоподобно, 

чтобы число п оказалось составным. После двадцати 

отрицательных тестов вероятность того, что число п не 

простое, равна приблизительно 220 , т. е. одной миллионной. 
Так математики приходят к утверждениям вроде «с оше­

ломляющей вероятностью это число просто». Во многих 

приложениях такие «практически простые» числа вполне 

подходят. А если кого-то тревожит, что «простое число» 

с вероятностью одна миллионная может оказаться состав-
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ным, то можно провести не двадцать, а сорок проверок, 

и получить «простое число», которое является составным 

с вероятностью одна триллионная. Хотя простота таких 

чисел не доказана математически строго, их вполне можно 

использовать во многих приложениях. 

Более того, во многих случаях даже не нужно знать 

точную величину ошеломляющей вероятности. Если мето­

дика позволяет взламывать :код с пятидесятипроцентной 

вероятностью, то кодировщику остается только молиться. 

А вы бы спокойно спали ночью, если бы у вашей входной 
двери снаружи висела связка ключей, половина из которых 

открывает замок? 

Нужно подчеркнуть, что во многих приложениях все 
же лучше придерживаться классических методов, когда 

можно получить точное решение. Действительно, стали 

бы вы nодниматься на девяносто пятый этаж здания, 
устойчивость которого «доказана» с вероятностью девяно­

сто девять процентов? 

ВЗЛАМЫВАНИЕ СЕКРЕТНЫХ КОДОВ С ВЫСОКОЙ 
ВЕРОЯТНОСТЬЮ 

В связи с изложенным хочется рассказать об алгоритме 
Питера Шора, который позволял бы раскладывать на 

множители число, являющееся произведением больших 
простых чисел, если бы существовали квантовые ком­

пьютеры (см. гл. 23). Еще раз отметим, что современные 
методы шифрования считаются безопасными именно из­

за сложности факторизации больших чисел 1>. Поэтому 
в криптографическом мире алгоритм Шора был подобен 
бомбе. 

Итак, предположим, что р и q - большие простые числа: 

обозначим их произведение п: п = р · q. Нам понадобится 
еще случайное число х из промежутка от 1 до п, -
с этим вполне справляются классические компьютеры со 

встроенными генераторами случайных чисел. Известно, 

что множители п легко найти, если знать некоторую 

характеристику числа х, называемую период, которая 

1>Этот вопрос обсуждался в гл. 23. 



286 Глава 79. Вероятно, это верно 

обладает свойством Р по крайней мере в половине случаев. 
Тогда квантовый компьютер можно запрограммировать 

так, чтобы он вычислял период с очень высокой веро­

ятностью. Сам алгоритм заключаете.я в следующем. 

(1) Сгенерировать случайное число х из промежутка 
от 1 до п (это можно быстро сделать и на современных 
компьютерах). 

(2) Вычислить кандидата для периода х на квантовом 
компьютере (это тоже было бы быстро, если бы квантовые 
компьютеры существовали). 

(3) Повтор.ять шаг (2), пока период х не обнаружится 
наверняка (такую проверку можно быстро выполнить и на 

современных компьютерах). 

(4) Проверить, обладает ли период свойством Р (и это 
тоже можно поручить современному компьютеру). Если 

результат отрицательный (число не обладает свойством Р), 
вернуться к шагу (1) и взять другое случайное число х. 

(5) Использовать число х, чтобы найти р и q, после 
чего без проблем взломать код. 

Отметим, что случай играет важную роль iJважды. Во­
первых, период определяете.я только с некоторой вероят­

ностью, а во-вторых, только половина (по меньшей мере) 
чисел х подходит для определения множителей числа п. 

В данном приложении это не такой серьезный недостаток -
ведь не так уж важно, займет ли расшифровка закодиро­

ванного сообщения на пару минут больше времени или 
меньше. 

В последнее врем.я разговоры о квантовых компьютерах 

поутихли. Во-первых, никто не знает, как справиться 

с огромными техническими проблемами, стоящими на 

пути по-настоящему интересных криптографических при­

ложений. А во-вторых, оказалось поразительно сложно 

формулировать интересные задачи так, чтобы квантовый 

компьютер мог дать их решения с высокой вероятностью. 
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ЖИВЕМ ЛИ МЫ В СКРЮЧЕННОМ МИРЕ? 

Один из пиков развития математики приходится на 

времена двухтысячелетней давности, когда Евклид создал 

системную компиляцию оснований планиметрии. Каковы 

соотношения между углами, образованными прямой, пере­

секающей пару параллельных прямых? Чему равна сумма 
углов треугольника? Трапеции? Что это значит- прово­
дить построение циркулем и линейкой? 

Точность подхода впечатляет, но в содержании нет 

ничего удивительного. Всякому ясно, что через две точки 

можно провести только одну прямую. Или что через 

точку Р, не лежащую на прямой L, можно провести только 
одну параллельную ей прямую. 

Другими словами, аксиомы Евклида призваны внести 

точность в повседневную действительность и выразить 

ее математически, поэтому его геометрия до середины 

девятнадцатого века воспринималась как бесспорная. 
Но потом математики поставили под сомнение евкли­

дову точку зрения на мир. Например, великий Карл 

Фридрих Гаусс (см. гл. 25) провел вычисления в огромном 
треугольнике, образованном пиками высоких гор (Брокен, 

Инзельберг и высокий Хаген), чтобы убедиться, что на 

Земле сумма углов треугольника действительно составляет 

180 градусов. В пределах: точности измерений евклидова 
геометрия дала правильный ответ; а примечательно здесь 

то, что Гаусс считал необходимым сравнить теорию с дей­
ствительностью. 

В тридцатых годах девятнадцатого века Бойяи с Лоба­
чевским независимо от Гаусса и друг от друга построили 

неевклидовы геометрии. Это было сделано формально, 

в том же духе, что и евклидова геометрия. Однако 

в этих геометриях сумма углов треугольника необязательно 

составляет 180°. Затем в 1850 г. Бернхард Риман развил 
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теорию, представив очень общую модель абстрактных 

геометрий. 

На протяжении нескольких десятилетий эти идеи были 

известны только специалистам, но получили широкое 

распространение, когда общая теория относительности 

Эйнштейна продемонстрировала, что структура вселенной 
лучше всего моделируется геометрией Римана. Если бы 

вселенная была двумерной, то ее можно было представить 

себе волнистой поверхностью, кривизна которой в каждой 
точке определяется массой, сосредоточенной в этой точке. 

Эта довольно абстрактная теория проверяется экспери­

ментально. Измеренные кривизны крайне малы, меньше 

ошибки измерений в эксперименте Гаусса с треугольником 
в горах. Но даже столь малая разница между евклидовой 

и эйнштейновой геометриями может оказаться значимой 

в нашей повседневной жизни. Например, синхрониза­

ция спутников глобальной навигационной спутниковой 
системы (ГЛОНАСС) опирается на общую теорию отно­
сительности. 

ТРЕУГОЛЬНИК С СУММОЙ УГЛОВ 270° 

Нужно подчеркнуть, что в своих измерениях Гаусс 

в действительности имел дело с треугольником, стороны 
которого - прямолинейные отрезки, соединяющие горные 

пики. В конце концов, для измерений он пользовался 
собственными глазами, а поскольку в однородной среде 

свет распространяется по прямой, в результате получился 

треугольник с прямолинейными сторонами. 

Однако большие треугольники на Земле можно получить 
и по-другому. Можно представить себе треугольник, кото­

рый лежит на поверхности Земли и определяется тремя 
точками, попарно соединенными маршрутами кратчайшей 

длины по поверхности; сокращать путь, роя туннели сквозь 

земную кору, не разрешается. 

Кратчайшие пути между двумя точками на сфере 

называются дугами больших кругов. Они соединяют точки 
вдоль круговых дуг, центры которых совпадают с центром 

сферы. (Возможно, вы интересовались, почему полет из 
Нью-Йорка в Гонконг проходит над Северным полюсом, 
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а не над Гавайями, например. Дело в том, что дуга 

большого круга, соединяющая эти два города, проходит 

неподалеку от Северного полюса.) 

Рис. 80.1. Прямой угол и прямоугольный треугольник на Земле 

Если дуги большого круга интерпретировать как пря­

мые, то получится сферическая тригонометрия, к явле­

ниям которой нужно еще привыкнуть. Например, несложно 

нарисовать треугольник, все три угла которого равны 90° 
(рис. 80.1)~ Так что в отличие от геометрии плоскости 

на сфере сумма углов треугольника может быть равна 

270 градусов. Чтобы нарисовать такой треугольник, нужно 
начать с Северного полюса, двигаться вдоль большого круга 

до экватора, затем повернуть на запад или восток (по вкусу) 

и идти вдоль экватора около шести тысяч миль (точнее, 
ровно четверть окружности Земли), после чего повернуть на 

Север и вдоль дуги большого круга вернуться на Северный 

полюс. 

10 Матем. пятиминутки 



Глава 81 

БЫВАЮТ ЛИ В МАТЕМАТИКЕ СТАНДАРТЫ? 

Вначале было слово. Как и в других областях человеческой 
деятельности, в математике обозначения и соглашения 
играют важную роль. Почему число, которое выражает 

отношение длины окружности к диаметру, обозначается 

именно л, и никак иначе? Почему два в степени нуль 

равно единице? 
Есть много оснований для таких соглашений. Иногда 

они появляются в определенный момент и остаются 

в истории раз и навсегда, но гораздо чаще соглашения отта­

чиваются постепенно с самыми прагматическими целями. 

Например, при работе с соотношениями между элементами 

круга часто возникает число л: длина окружности в 2л раз 

больше радиуса, где л приблизительно равно 3,149 .... 
Нет ни одной причины, по которой именно это число, 
а не какое-либо другое, с ним связанное, получило 
специальное обозначение. Можно было бы сэкономить 
много чернил, если бы собственное имя получило число, 

которое вдвое больше л, а именно 6,28 .... Допустим, его 
обозначили бы w, и тогда в историю вошло бы простое 
соотношение «длина окружности в w раз больше радиуса». 
В высшей математике дважды л, т. е. си, встречается гораздо 

чаще, чем л. Но теперь уже поздно! У попытки ввести 
такую реформу в математике не больше шансов, чем 

у идеи повсеместного распространения языка эсперанто 

или у предложения Джорджа Бернарда Шоу об упрощении 
английской орфографии. 

Ситуация проще, когда математические соглашения 
основаны на целесообразности и возникают в результате 

просвещенной лени. Так, соглашение о том, что любое 

ненулевое число а, возведенное в нулевую степень, равно 1 
(а0 =1), избавляет от необходимости запоминать сложные 
законы работы с экспонентой, с множествами частных 
случаев, так что нужно выучить только одну формулу 

и работать с ней. 
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В этой связи мы рассмотрим определение трапе­

ции. В математике трапецией называют четырехугольник 

с парой параллельных сторон. Однако в школьных учеб­
никах трапеции всегда рисуют так, что параллельны не 

вертикальные их стороны (как на рис. 81.1 в центре), 
а горизонтальные (на том же рисунке слева), причем 

верхняя короче нижней. Мало того, у этих трапеций 

всегда ровно одна пара параллельных сторон. У прямо­
угольника тоже есть параллельные стороны - целые две 

пары. Но если прямоугольник не считать трапецией, все 

результаты, уже доказанные для трапеций, пришлось бы 
передоказывать для прямоугольника, а это до крайности 

неэкономично. 

[J 
Рис. 81.1. Несколько трапеций 

Нигде в мире не бывает математических стандартов. 

Когда предлагают новые термины или обозначения, мате­
матическое сообщество со временем их принимает или 

отвергает без особого шума: обычно математики тратят 
свою энергию на более важные вещи. Тем, кому математика 

кажется чем-то «данным свыше», довольно сложно предста­

вить компромиссы и соглашения, возникающие в матема­

тическом сообществе. В конце концов, прямоугольник тоже 

считается трапецией в силу общепринятого соглашения -
у трапеции есть по крайней мере одна пара параллельных 

сторон, а не ровно одна пара, - а не потому, что Господь 
на небесах или совет мудрецов во время оно приняли такой 

закон. 

ПОЧЕМУ 1 - НЕ ПРОСТОЕ ЧИСЛО? 

После того как эта статься была опубликована в газете, 

мое внимание обратили на то, что на самом деле в Гер-
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мании есть группа ученых, которые хотели бы ввести 

нормы в математике вроде норм DIN (Deutsche lndustrie­
Normen - Немецкие индустриальные стандарты). Однако, 
хотя для введения таких норм есть вполне веские осно­

вания, уже много лет большинству профессиональных 

математиков такие предложения неизвестны. 

Тому есть множество причин. Прежде всего, сказывается 
инерция: люди привыкают к терминологии и обозначе­

ниям, с которыми познакомились еще в школе. А кроме 

того, есть проблема здравого смысла и удобства. Например, 
если нужно записать утверждение «А - подмножество В», 

как лучше это сделать: А с В или А~ В? Второе обозна­
чение представляется более разумным, поскольку понятие 

подмножества допускает, чтобы оба множества совпадали, 

и поэтому символ ~. похожий на символ ~ («меньше 
или равно»), кажется более подходящим чем с, который 
похож на символ < («строго меньше»). Но эти доводы не 

сыграли никакой роли. Символ встречается так часто, что 

обозначение~ обычно уступает место обозначению с, и это 
экономит кучу места на доске. (Комиссия DIN, конечно 
же, выбрала бы ~.) 
И наконец, существуют еще проблемы, которые следо­

вало бы назвать идеологическими. Так, смысл символа N 
зависит от того, относят нуль к натуральным числам или 

нет. Многие (например, логики) считают, что N обозначает 
множество О, 1, 2, 3, ... , но большинство математиков 
считают, что это множество 1, 2, 3, . . . . 

В итоге не так важно, какое именно соглашение принято, 
нужно только внимательно читать введение в математи­

ческий текст, чтобы знать, чего ждать на следующих 

страницах. Как правило, выбирают такие обозначения, 
которые упрощают формулировки в повседневной работе. 

Если определить простое число как натуральное число, 
которое делится только на себя и единицу, то саму 

единицу придется считать простым числом. Но за это 

мы бы заплатили потерей утверждения о том, что любое 
целое число единственным способом представляется в виде 

произведения простых чисел: ведь теперь справедливо 

будет не только разложение 2.· 3, но и 1·1·2 · 3-в первом 
два «простых» множителя, а во втором - четыре. 
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Единственность разложения на простые множители 
очень нужна математикам, поэтому единице не выдают 

пропуска в клуб простых чисел. Так что определение, 

проверенное обычаем и полезностью, выглядит так: простое 
число- это натуральное число больше 1, которое делится 
только на единицу и само на себя. Поэтому во всем мире, 
от Тувы до Вануату, от Дублина до Люблина, 2 - наи­
меньшее простое число, что и гарантирует единственность 

разложения. 



Глава 82 

ВЗМАХ КРЫЛЬЕВ БАБОЧКИ 

«Бабочка взмахнула крыльями в Греции, и во Флориде 

пронесся торнадо•. Это утверждение из теории хаоса 
хорошо известно широкой публике, разве что слова 

«Греция•, «Флорида•, «торнадо• заменяются другими 

географическими названиями или видами бедствий. Что 
же именно означает это утверждение? 

Если глубоко не копать, то 

оно, конечно же, верно, ведь все 

«так или иначе• зависит от всего. 

Однако эту зависимость невоз­

можно описать точно, поскольку 

точное знание движения воздуха 

вокруг бабочки лежит за преде­

лами наших возможностей. 

Полет бабочки часто исполь­

зуют как иллюстрацию явления, присущего всем областям 

нашей жизни: небольшое изменение начальных значений 

некоторого процесса может значительно повлиять на его 

результат. Любой игрок в бильярд знает, что малейшее 

изменение направления кия приводит к драматическим 

изменениям в расположении шаров после удара. 

Такие утверждения имеют скорее философский, нежели 

практический смысл. Начальное положение системы может 

быть нам известно только с некоторой (неизбежной) ошиб­
кой, и поэтому мы никогда не достигнем значительного 

успеха в попытках подробно разглядеть будущее. Теперь 

нам кажутся наивными оптимистичные надежды Пьера де 

Лапласа (1749-1827), который в начале XIX в. описывал 
наш мир как огромную машину и верил в возможность 

установить все будущие и прошлые события по известному 

состоянию мира в настоящий момент. 

Однако иногда такой «чувствительной зависимости от 

начального состояния• не возникает: например, движения 
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планет в отдаленном будущем 

можно предсказать чрезвычайно 

точно. А вот с погодой, напротив, 

наука быстро приходит к пределу 

своих предсказательных способно­

стей. Если вы планируете свадьбу 

в июне, может случиться так, что 

вопрос о том, где ее проводить -
на улице или в помещении - будет решаться в последнюю 

минуту. Не похоже, чтобы в этом отношении что-то 

изменилось в ближайшем будущем: мы не знаем, когда 
бабочке придет в голову взмахнуть крыльями. 

ЛИНЕЙНОСТЬ И НЕЛИНЕЙНОСТЬ 

Обсуждая теорию хаоса, часто приходится употреблять 
термин «линейность» - он появляется в самых разных 

областях, и может означать разные вещи. Когда говорят 
о компьютерных программах, «линейность» означает, 

что команды должны выполняться последовательно, по 

одной. Альтернативой служат параллельные вычисления, 

когда десятки или тысячи процессоров работают вместе, 

и множество команд выполняется одновременно. 

Вплоть до последних десятилетий информацию, такую 

как в этой книге, обычно воспринимали «линейно»: читали 

строка за строкой, начиная с заголовка и заканчивая 

последней страницей. Но сегодня это все уже уста­

рело- мы научились получать информацию по-другому. 

Любой путешественник по Интернету может перейти по 
ссылке к другому сайту, чтобы разобраться с каким­

нибудь понятием, а затем вернуться или продолжить свое 
путешествие по всемирной паутине. Похоже, что такой 

метод восприятия информации лучше всего соответствует 

нашему способу мышления. 

В математике и физике существует другое, более узкое 

понимание термина: процесс называется «линейным», если 

комбинация входных значений приводит к комбинации 

соответствующих выходных. Например, если система воз­

вращает значение F в ответ на f, и значение G в ответ 
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на g, то вход f + g на выходе приводит к F + G. Простым 
примером служит (не слишком сильное) растягивание 
пружинки. Если пружина растягивается на 5 дюймов под 
действием силы в 3 фунта, то сила в 6 фунтов должна 
приводить к растяжению на 10 дюймов. В естественных 
науках очень важны следующие факты: 

• Многие физические процессы линейны в малых 
масштабах. Это объясняется тем, что большин­

ство естественных процессов относительно равно­

мерны, без резких скачков, и поэтому изображаются 

довольно гладкими графиками. Небольшой участок 
гладкой кривой довольно хорошо приближается пря­

мой линией (касательной), и поэтому в малых 

окрестностях процессы выглядят линейными. 

• С другой стороны, в природе не бывает процессов, 
которые линейны в строгом смысле. Если растянуть 

пружину сильнее некоторого предела, деформация ее 

структуры и напряжение металла приведут к тому, 

что процесс перестанет быть линейным; а если вы 

растянете пружину за предел прочности, то можете 

распрощаться с линейностью насовсем. 

• Линейные приближения приводят к значительному 
упрощению анализа. Это объясняется тем, что можно 

сосредоточиться на особенно простых решениях, а их 

комбинации будут давать дополнительные решения. 

Например, звук трубы состоит из простых колеба­

ний, - из основной частоты и ее гармоник. Более 

высокие частоты можно услышать, если изменить 

частоту амбушюра: труба зазвучит в основном тоне, 
в октаву, на две октавы выше основного тона, и т. д. 

Поэтому нелинейное в принципе сложнее, чем линейное, 

и тому в современной математике есть бесчетное число при­

меров: нелинейные операторы, нелинейные дифференци­

альные уравнения в частных производных, и проч., и проч. 

Ясно, что большинство интересных проблем в нашем 

мире, связанных, например, с погодой, химическими 

реакциями и развитием космоса, приводят к нелинейным 

задачам. И именно такие задачи заставляют нас иметь 

дело с поистине хаотическими явлениями. 



Глава 83 

РАЗБОГАТЕТЬ ГАРАНТИРОВАННО 

Вам когда-нибудь снились вещие сны? Скажем, снилось 
ли, что вам позвонила тетушка Мод, и на следующее утро 

телефон звонит - вот и она. Можно ли такие явления 

объяснить обычными процессами или здесь замешаны 
высшие силы? Такие случаи вовсе не опровергают основа­

ния современной науки, поскольку просто объясняются: 

если эксперимент с довольно малой вероятностью успеха 

проводить много раз, то можно ожидать, что иногда все­

таки успех осуществится. 

Чтобы лучше это осознать, представьте 

себе комнату, в которой много людей. 

Каждого из присутствующих просят заду­

мать число от 1 до 6, а затем бросают 
игральную кость. Вне зависимости от того, 

какое число выпадет, окажется, что при­

мерно одна шестая часть присутствующих (все те, кто 

задумал выпавшее число) правильно предсказали будущее. 

И в случае со звонком тетушки Мод примерно то же самое. 

Когда такому большому числу спящих снится так много 

снов, реальность и сон неизбежно когда-нибудь совпадут. 

Иногда люди находят в своих гороскопах предсказания 

будущих событий, которые действительно осуществляются. 

Когда достаточно много людей прочитают такое предсказа­

ние (особенно если оно расплывчатое и может относиться 

почти к любому человеку), для некоторых из них оно 

обязательно осуществится. 

Теперь мы опишем теоретическое и практическое приме­

нение этого явления. (Автор снимает с себя всякую ответ­

ственность за произошедшее, если кто-то испробует этот 

трюк на практике.) Разошлите сообщения тысяче интере­

сующихся скачками человек с предсказанием результатов 

определенных скачек. Допустим, в них участвует десять 

лошадей, тогда вам нужно предсказать победу каждой из 
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них в ста открытках. Вне зависимости от исхода скачек сто 

получателей вашего сообщения получат правдивое пред­

сказание. Этим ста вы отправите предсказания результата 

следующих скачек; причем десять адресатов узнают, что 

победит первая лошадь; еще десять - что победит вторая, 
и т. д. Таким образом, десять человек дважды получат 

правильные предсказания. Теперь наступает третий раунд: 

вы рассылаете десять сообщений десяти адресатам, одному 

из них обязательно повезет, и он уверится, что вы можете 

предвидеть будущее. 
Спросите, сколько он готов заплатить за подсказку 

о результатах следующих скачек. Скорее всего, сумма будет 
больше, чем вы потратите на почтовые расходы. 

Мораль такова. Каждый, кто делает большое число пред­

сказаний, неизбежно иногда оказывается прав. И отчего 
бы среди всех тысяч тетушек Мод на свете не найтись 
одной, которая позвонит племяннику сегодня вечером? 

ШЕСТ НА ШОССЕ 

Явление, которое мы обсуждаем в этой главе, - еще 

одна иллюстрация того, что мы не в состоянии объять 

необъятно большие числа. Как еще можно объяснить тот 
факт, что, хотя вероятность выиграть в лотерее большой 
приз исчезающе мала (1 из 13 983 816, или примерно 
одна четырнадцатимиллионная), почти каждую неделю 

находится новый победитель? 

Чтобы в этом разобраться, рассмотрим еще один пример. 

Представьте участок шоссе длинной 140 километров, - это 
примерно равно расстоянию от Москвы до Тарусы. В 140 
километрах помещается 140·1000 · 100 (четырнадцать мил­
лионов) сантиметров. Вероятность того, что кто-то угадает 

определенный участок в 1 дюйм, который вы приметили на 
шоссе, примерно равна вероятности выиграть в лотерею. 

Допустим, ваш помощник устанавливает шест диаметром 

в один дюйм на шоссе, соединяющем Москву и Тарусу 
(рис. 83.1), а вы - разумеется, в качестве пассажира­

с закрытыми глазами проезжаете вслепую от одного города 

до другого. Как вы думаете, попадете ли вы в шест, если 
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по дороге бросите из окна монетку? Это кажете.я крайне 
неправдоподобным. 

Рис. 83.1. Можно попасть в этот шест? 

Каждую неделю миллионы людей выбрасывают свои 

деньги на лотерею. В нашей аналогии с шоссе это означает, 

что на протяжении многих недель стосорокакиллометро­

вое шоссе заполнено автомобилями бампер к бамперу l), 

и в каждом автомобиле в какой-то момент пассажир 

выбрасывает из окна монетку. Теперь уже нельзя сказать, 

что совершенно невероятно, чтобы одна монетка из этого 

потока медяков не попала бы в шест. 

1>два миллиона лотерейных билетов и длина автомобиля 5 метров 
дадут сто миллионов метров или 100 ООО километров - хватит два раза 

объехать вокруг Земли и еще останется. 



Глава 84 
НЕ ДОВЕРЯЙТЕ ТЕМ, КОМУ ЗА ТРИДЦАТЬ 

Часто говорят, что самые крупные открытия в математике 

были сделаны очень молодыми людьми. Но так ли это? 

Правда, что веками математику 

двигали вперед идеи совсем молодых 

людей, которые сегодня были бы 

студентами или даже старшекласс­

никами. Эварист Галуа (1811-1832) 
погиб на дуэли в нежном двадцати­

летнем возрасте вскоре после того, 

как сделал революционное открытие 

в алгебре: как по виду полиномиаль­

ного уравнения определить, можно 

ли его решить при помощи обыч­

ных операций сложения, умножения 

и извлечения корней. Можно еще 

вспомнить Нильса Генрика Абеля, 

о котором мы рассказывали в гл. 72. 
Этот норвежский математик прожил только 26 лет. Через 
два дня после его смерти пришло письмо с приглашением 

занять должность профессора в Берлинском университете. 

Абеля до сих пор считают самым выдающимся норвежским 
математиком, и несколько лет назад - с большим запоз­

данием, к сожалению - была учреждена премия почти 

в миллион евро, носящая его имя. Эта Абелевская премия 
считается аналогом для математиков Нобелевской премии. 

Существуют и современные примеры, и на любой боль­
шой конференции поразительно молодые ученые доклады­

вают о своих очень зрелых результатах. Самая престижная 

математическая награда, медаль Филдса, предназначается 
именно таким людям. Медаль Филдса могут получить 

только те, кому не исполнилось сорока лет на момент ее 

получения. Награжденные могут претендовать на лучшие 

в мире математические кафедры. 
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Медальному комитету пришлось совершить над собой 

значительное усилие, чтобы на международном математи­

ческом конгрессе в 1998 г. наградить математика Эндрю 
Уайлза l). Все соглашались, что он сделал самый важный 
вклад в математику прошлого столетия - доказал гипотезу 

Ферма, - но ему было уже далеко за сорок. 
Поэтому не стоит слишком уж 

серьезно относиться к утверждению, что 

в математике как, в спорте, человек 

совершенно изнашивается, когда ему 

«за тридцать». Много известных матема­

тиков продолжают творческую деятель­

ность на протяжении всей своей долгой 
жизни: например, Карл Фридрих Гаусс 

(1777-1855 г.). 
Видимо, правильнее сравнивать мате­

матиков с дирижерами: работа с захва­

тывающим материалом сохраняет серые клетки в прекрас­

ной форме до почтенного возраста. 

1>см. гл. 89. 



Глава 85 
РАВЕНСТВО В МАТЕМАТИКЕ 

Что в математической задаче существенно, а что - только 

приправа? Точнее, хотелось бы понять, когда две ситуации 

можно считать «равными», чтобы ограничиться разбором 

только одной из них? 
Итак, что же в математике понимают под равен­

ством? Как ни удивительно - примерно то же самое, что 

в повседневной жизни, где равенство в смысле полной 

идентичности играет гораздо меньшую роль, чем равенство 

в определенном отношении. 

Чтобы написать записку, салфетка так же хороша, 

как лист бумаги. Если стоит цель попасть этим вечером 

в оперу, небольшой автомобиль, лимузин и такси будут 

эквивалентны. Однако как только в игру включаются цена, 

время в пути, престижность, от этой эквивалентности не 

остается и следа. 

Даже в элементарной математике дела обстоят прибли­

зительно так же. Если вы хотите объяснить ребенку, что 

такое «пять», то можете с одинаковым успехом приводить 

в пример пять детей или пять яблок. Относительно сути 

«пятеричности» дети и яблоки эквивалентны. 

Вся правда немного сложнее. Если в наше время 

хотят объяснить, что именно означает абстракция «пять», 

то обычно начинают с «эквивалентности относительно 

числа». При этом «пятеричность» - это совокупность всех 

объектов, которые эквивалентны множеству пальцев руки. 

Этот принцип пронизывает всю математику. В геомет­

рии два треугольника эквивалентны, если один можно 

наложить на другой сдвигом, поворотом и, возможно, пере­

воротом. А в теории вероятностей совершенно неважно, чем 

пользоваться - правильной монетой или костью, чтобы 

принять решение, основываясь на случайности. 

(Если решение принимается в зависимости от того, 

упадет монета орлом или решкой, то его можно принимать 
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в зависимости от того, четное или нечетное, например, 

число выпадет на кости.) 

Только отношение эквивалентности вносит порядок 

в неизмеримое богатство математических объектов. Тот же 

принцип действует в каждом языке, лишь общее понимание 
тех или иных объектов делают общение возможным. Хотя 

для разных людей понятия «цветок• и «нечто прекрасное• 

могут различаться, язык все же функционирует именно 

благодаря идее эквивалентности. 



Глава 86 

ВОЛШЕБНЫЕ ИНВАРИАНТЫ 

Что остается неизменным? На что можно положиться? 
На протяжении столетий математики искали инварианты, 

или, проще говоря, -величины, которые не меняются 

относительно некоторых определенных операций. 

Возьмите колоду карт. Когда вы тасуете ее, имеется 

несколько инвариантов. Разумеется: не меняется общее 

число карт, а также число валетов, дам, и т. д. Ситуация 

меняется, если вместо тасования разрешается только 

разбивать колоду на две части - верхнюю и нижнюю -
и менять их местами. Тогда неизменным остается еще 

относительный порядок карт. Если туз пик находился на 

три карты ниже дамы червей, то там он и останется. 

Конечно же, мы должны правильно понимать слова «на 

три карты ниже». Если дама червей окажется в самом низу, 

то туз пик должен быть в колоде третьей картой сверху. 

То есть «на три карты ниже» следует понимать так, что 
если вы досчитми до самого низа, то нужно продолжать 

счет сверху. 

Этот инвариант можно использовать для простого 

фокуса. Выньте из колоды королей и дам и разложите их 

в ряд, как показано на рис. 86.1. При этом важно, чтобы 
расстояние между картами одной масти (король пик и дама 

пик, король треф и дама треф, и т. д.) было в точности 

равно четырем. Если вы покажете эти карты зрителям 

мельком, то их расположение покажется более или менее 

случайным. Никто не заподозрит вас в жульничестве, 

и если вы разобьете колоду несколько раз (рис. 86.2), все 
поверят, что карты тщательно перетасованы. 

Вы знаете, что расстояние между картами инвариантно: 

на четыре карты ниже первой лежит ей соответствующая. 

Поэтому легко составить пару, даже если карты под 

салфеткой или под столом; конечно же, нужно сделать вид, 

что вы стараетесь изо всех сил. Можно повторить процесс 
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Рис. 86.1. Подготовленные карты 

и составить вторую пару (хот.я в этот раз расстояние станет 

равным трем), а затем и третью (карты в ней разделены 
двум.я другими), и четвертую. 

Фокус основан на существовании некоторого порядка 

там, где, как кажется, царит хаос. В математике поиск 

неизменного стал лейтмотивом в исследованиях. Как 

только описан набор допустимых преобразований, начина­
ется систематический поиск величин, не меняющихся при 

этих преобразованиях. Эта идея стала особенно важной 
как объединяющий принцип во многих ветвях геометрии. 
Его в 1872 г. предложил математик Феликс Клейн и с тех 
пор он оказывает огромное влияние на все исследования. 

Рис. 86.2. Расклад после тасования 

11 Матем. пятиминутки 
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ПОДОПЛЕКА: ИНВАРИАНТ - РАССТОЯНИЕ ПО МОДУЛЮ 

Используя арифметику по модулю, которую мы ввели 

в гл. 22, можно дать более четкое математическое описание 
принципа, лежащего в основе фокуса. 

Если в колоде п карт и две из них находятся в позициях 

а и Ь (считая сверху), то число (Ь-а) по модулю п является 
инвариантом. После разбивания колоды любое число раз 
разница значений позиций по модулю п не меняется. 

Чтобы в этом убедиться, нужно использовать вычисле­

ния по модулю не только для положительных, но и для 

отрицательных чисел. В конце концов, как всем известно, 

неделю назад был тот же день недели, что сегодня, 
а 13 дней назад был вторник, если сегодня понедельник. 
Математически можно сказать, что -13 по модулю 7 
равно 1. 

Нужно учитывать эту тонкость, чтобы правильно пони­

мать инвариант. Сейчас мы приведем пример, в котором 
используем тот факт, что -7 по модулю 10 равно 3. 
В колоде из десяти карт туз червей и валет бубен находятся 
в позициях 2 и 5 соответственно. Разность равна 3. Колоду 
разбивают в позиции 2. Теперь туз червей находится 
в десятой позиции - в самом низу, а валет перемещается 

в позицию 3. Разница (позиция второй карты минус 
позиция первой) теперь равна 3 - 10 = -7. По модулю 10 
это то же самое число 3, что и было раньше. 

РИСОВАНИЕ НА РАСТЯГИВАЮЩЕЙСЯ ПОВЕРХНОСТИ 

Для волшебных фокусов подходят не так много математи­
ческих инвариантов. Их значение для любой теории в том, 

что инварианты отделяют существенное от несуществен­

ного. Мы покажем это на несколько необычном примере, 
для чего потребуется рисовать на поверхности, сделанной 
из эластичного материала l). 

Нарисуем что-нибудь на этой поверхности - треуголь­

ник, кружок, несколько прямоугольников - все равно что. 

1>возможно, подойдет эластичная лента для фитнеса. 
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Теперь начнем деформировать поверхность - растягивать 

ее или сжимать в произвольных направлениях, как забла­
горассудится. Маленький кружок может стать большим; 
прямой угол может стать тупым или острым. 

Допустим, исходная фигура обладала тем свойством, что 
любые две точки можно было соединить кривой, которая 

полностью содержится внутри фигуры. (Это, например, 

треугольник или кружок, но не набор прямоугольников.) 
Тогда можно будет сделать то же самое и после того, как 

фигура измените.я: связность инвариантна относительно 

деформаций. 



Глава 87 

МАТЕМАТИКА ИДЕТ В КИНО 

Бывает так, что математика появляется в кино. Мате­
матики ходят на такие фильмы с определенной долей 

недоверия, потому что очень часто то, что появляется 

на экране, - не более чем популярные клише. Однако 
всегда интересно посмотреть, какие аспекты стараются 

подчеркнуть сценаристы и режиссеры. 

Вспомним фильм 1992 года «Sneakers•. Хорошие 
парни под предводительством Роберта Редфорда пытаются 
отобрать у плохого парня (Бен Кингсли) прибор, придуман­
ный выдающимся математиком для взламывания любого 

секретного кода в мире. 

Незадолго до ужасной гибели математика видели на 
конференции. Там он говорил примерно то, что обычно 

можно услышать на таких собраниях. Такое впечатление, 
что для разнообразия сценаристы и режиссер проделали 

серьезное исследование. Выступающие действительно гово­

рят так, что каждый, изучавший математику хотя бы один 

семестр, может понять их. Математика в фильме выгля­

дит довольно достойно, хотя возможности математиков 
по раскрытию всех в мире зашифрованных сообщений 

значительно преувеличены. 

Преувеличение другого рода встречается в фильме с про­

стым называнием «:Jr•, сюжет которого связан с глубоким 
математическим мистицизмом. Идея в том, что многие 

тайны зашифрованы с помощью цифр числа :1r, и если их 

читать в «правильном• порядке, многие поразительные 

явления получат вдруг свое объяснение. Возможно, это 

следует понимать метафорически: действительно, число :1r 

играет важную роль почти во всех областях математики 

и до сих пор некоторые тайны этого числа остаются 

нераскрытыми. 

Если бы среди математиков провели опрос о самом 
любимом фильме на математическую тему, то первым, 
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несомненно, оказался бы фильм «Игры разума» с Расселом 

Кроу в главной роли. Фильм основан на биографии 

специалиста по теории игр Джона Нэша, написанной 

Сильвией Назар. Эмоциональные аспекты математики 

в фильме переданы особенно удачно. Непреодолимое 

желание решить задачу может стать всепоглощающим 

и даже опасным для жизни. 

Мораль такова. Желающие вступить в брак с матема­
тиком должны быть готовы жить с человеком, который 
часто уносится в другой мир. Редкий математик умеет 

отвлечься хотя бы на день и отложить сражение с задачей 
до завтра. 



Глава 88 

ЛЕНИВАЯ ВОСЬМЕРКА: БЕСКОНЕЧНОСТЬ 

Математики работают с бесконечностью постоянно. Она 
появляется в самых разных обличьях. Самая безобидная -
та, что возникает при счете. Начинают с единицы, затем 

идет двойка, тройка, и т. д. Конца нет. Даже самые кри­

тически настроенные исследователи в области оснований 

математики соглашаются, что с такой бесконечностью 
проблем нет. 

Все становится сложнее, если с бесконечностями рабо­

тают как с новыми математическими объектами. Имеет 

ли смысл говорить о множестве всех простых чисел? 

Даже если никто не знает, как определить, является 
ли некоторое достаточно большое число простым? Сейчас 
принято считать, что говорить о таком множестве законно, 

и число противников этого мнения уменьшается. 

Для тех, кто интересуется в основном математическими 

приложениями, такие вопросы по основаниям математики 

представляются вторичными. Для них «бесконечный» 

означает, что одна величина неизмеримо больше другой. 

Масса Солнца в некоторых ситуациях может считаться бес­

конечно большой по сравнению с массой Луны. Состояние 

Билла Гейтса бесконечно велико по сравнению с вашим 
банковским счетом, и т. д. 

Постепенно привыкают работать с бесконечными вели­
чинами так же легко, как с конечными. Например, 

существует правило, что «бесконечное плюс конечное 
равняется бесконечному», и оно означает, в частности, 

что Билл Гейтс не станет богаче, если вы отдадите ему 
все свое состояние. Или что военный корабль не станет 

тяжелее, если на его палубу сядет блоха. 
Эта идея позволяет упростить многие вычисления. 

Почти пятьсот лет назад Коперник рассмотрел задачу, 
которую можно решить, только обратившись к идее 
бесконечности. Чем можно объяснить, что положение звезд 
остается неизменным в то время как Земля вращается 
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Рис. 88.1. Так представляли бесконечную вселенную 
в средние века 

вокруг Солнца? Коперник дал поразительно изящный 
ответ на этот вопрос: расстояние от Земли до ближайшей 
звезды бесконечно велико по сравнению с диаметром 

земной орбиты. Правда, такое объяснение явления вызвало 

множество теологических проблем (рис. 88.1). Внезапно во 
Вселенной не осталось места для Бога, и церкви понадоби­

лось несколько столетий, чтобы принять коперниковскую 

модель Солнечной системы. 

КАК РАБОТАТЬ С оо 

Чтобы обозначать бесконечность, математики исполь­

зуют «ленивую восьмерку» - символ оо. Если изображать 
«обычные» числа в виде линии, бесконечно уходящей 
влево (отрицательные числа) и вправо (положительные), 

то символ оо размещают справа от изображения прямой 

(а -оо размещают слева). Это означает, что оо больше 
любого «обычного» числа. 

Хотелось бы и привычные математические операции 

распространить на область бесконечного. Мы уже гово­

рили, что сложение определяется таким образом, что сумма 

любого числа и бесконечности равна бесконечности 1>. 
l)Это можно записать в виде а+ оо = оо. 
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Произведение бес:конечности и положительного числа -
тоже бесконечность. Это можно записать в виде равенства 
а· оо = оо (для положительных а). Оно тоже представляется 
вполне правдоподобным: Вилл Гейтс все равно останется 

неизмеримо богат, если по досадной оплошности его 
состояние уменьшится наполовину. 

Однако определенная осторожность не помешает, 
поскольку от некоторых привычных правил придется отка­

заться. Рассмотрим, например, правило, позволяющее для 

«обычных» чисел из равенства а + х = Ь + х делать вывод 
а = Ь. (Это абстрактное выражение самого привычного 
явления: если два человека празднуют свой сороковой день 

рождения одновременно, то они должны были родиться 

в один и тот же день сорок лет назад.) 
Но как только мы договариваемся, что бесконечность 

прибавлять разрешается, это правило теряет силу: напри­

мер, 10+оо=1000 + оо (обе суммы равны оо), но отсюда 
нельзя, конечно же, заключить, что 10 = 1000. 



Глава 89 

ПОЛЯ КНИГ ДОЛЖНЫ БЫТЬ ШИРЕ! 

В этой книге уже не раз говорилось о том, что развитие 

математики не всегда направлено на полезные приложе­

ния. Даже когда никаких приложений не видно, мысли­

теля может мотивировать невероятное интеллектуальное 

свершение, если задача кажется непреодолимой. 

Знаменитый пример - задача 
Ферма. Почти 400 лет назад в 1621 г. 
французский математик Баше пере­

вел труд Диофанта «Арифметика» 

с греческого на латынь. Этот пере­

вод прочел Пьер Ферма (1601-
1665), юрист и математик-люби­
тель, которого захватил вопрос 

о высокоразмерных вариантах пифа­

горовых троек. Это такие целые 

числа а, Ь, с, что сумма квад­

ратов первых двух равна квад­

рату третьего (а2 + Ь2 = с2 ). Таких 
троек бесконечно много, и самая 
известная из них- 3, 4, 5 (дей- Рис. 89.1. Пьер Ферма 
ствительно, 32 + 42 = 9 + 16 = 25 = 52). 

Треугольник, стороны которого удовлетворяют этому соот­

ношению, - обязательно прямоугольный, и этим фактом 

можно воспользоваться для построения прямых углов, 

например, разбивая сад. 
Ферма заинтересовался, что получится, если слово 

«квадрат» заменить на слово «куб» (третья степень), 

или еще более высокой степенью. Например, существуют 
ли целые числа а, Ь, с, которые удовлетворяют усло­

вию а4 + Ь4 = с4 ? Ферма был убежден, что кроме три­
виального решения, когда а и Ь равны нулю, других 

таких чисел не существует, и умел это доказать для 

четвертой степени. По-видимому, он полагал, что этот 
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же метод годится и для других степеней, поскольку 

на своем экземпляре книги диофантовой «Арифметики» 

написал (на латыни): «Я открыл этому поистине чудес­
ное доказательство, но поля книги для него слишком 

узки». 

Более трех столетий математики (и еще больше люби­
тели) пытались доказать гипотезу Ферма или найти 
контрпример. Эта задача стала, по-видимому, самой извест­

ной в истории математики. Огромные усилия по поиску 
доказательства объясняются, по крайней мере отчасти, 

своеобразным соревновательным духом - хотелось выиг­
рать на интеллектуальном игровом поле: «Столь многие 

пытались и не преуспели. Если бы я решил ее ... ». 
С другой стороны, бестрепетный - и на протяжении 
веков напрасный - поиск решения привел к невероятному 
успеху в нашем понимании алгебры. 

Сейчас весь мир знает, что 

Ферма был прав 1>. В 1998 г. 
английский математик Эндрю 

Уайлз завершил доказательство, 
над которым он работал почти 

всю свою академическую жизнь. 

К сожалению, мы никогда не 
узнаем наверняка, удалось ли 

Ферма на самом деле найти 

доказательство. Однако методы, 
разработанные для доказатель­

ства Уайлзом и другими мате­

матиками, столь глубоки и тре­

буют такого колоссального объ­
ема современных вычислитель­

Рис. 89.2. Эндрю Уайлз ных средств, разработанных после 
Ферма, что совершенно неверо­

ятно, чтобы Ферма действительно нашел верное доказа­
тельство своей гипотезы. 

1>не в том, что нашел доказательство, а в том, что не существует 
многомерных аналогов пифагоровых троек. 
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МЕТОД БЕСКОНЕЧНОГО СПУСКА 

Задача Ферма - прекрасный образец того, насколько раз­

личны по сложности доказательства возможности что­

то сделать и доказательства невозможности этого. Мы 
покажем это на примере степени 4. Предположим, что 
на самом деле существуют три натуральных числа а, Ь, с 
таких, что а4 + Ь4 = с4 • Тогда можно было бы написать 
компьютерную программу и надеяться, что рано или 

поздно эти числа найдутся. Если бы компьютер целый 
год не мог найти такие числа, стоило бы задуматься: 
возможно, в таких тройках числа астрономически велики, 

и тогда компьютер окажется бесполезным. 

Но если вы подозреваете, что решения нет? Ни 
в стозначных числах, и ни в таких, для записи которых 

никаких чернил не хватит? Эта задача гораздо сложнее. 

Стратегия должна быть похожа на ту, которая использо­

валась для доказательства иррациональности квадратного 

корня из двух (см. гл. 56): предположим, что утверждение 
ложно (т. е. что квадратный корень из двух рационален), 

и найдем следствия, которые приведут к противоречию. 

Тогда доказываемое утверждение должно быть истинным. 

В несколько измененном виде эта же идея может 

быть использована для доказательства гипотезы Ферма 

в специальном случае - когда степень равна 4. Для тех, 
кто освоил основные результаты теории чисел, достаточно 

будет одного бумажного листка. Название метода похоже 

на магическое заклинание: «бесконечный спуск•. 

Покажем, что если бы существовали натуральные 
числа а, Ь, с такие, что а4 + Ь4 = с4 , то нашлись бы 
натуральные числа d, е, f, обладающие тем же свой­
ством, т. е. d 4 + е4 = / 4 , и еще одним дополнительным 
свойством: f меньше с. Иначе говоря, для каждой тройки, 
удовлетворяющей уравнению Ферма четвертой степени, 

есть другая тройка, удовлетворяющая уравнению для 

меньшего числа в правой части. Но такого не может быть, 
поскольку предполагается существование бесконечно убы­
вающей последовательности натуральных чисел. Убывая, 

натуральные числа заканчиваются на единице, поэтому 

с какого большого числа с ни начинать, в бесконечно 
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убывающей последовательности окажется не более с чисел. 

Например, последовательность натуральных чисел, кото­

рая начинается с 5, может включать не более пяти чисел: 5, 
4, 3, 2, 1. А если начать с 100 ООО, то последовательность 
может получиться подлиннее, но все равно постепенно 

придет к единице, тут-то все и кончится. 

К сожалению, метод бесконечного спуска в уравнении 
Ферма годится только для некоторых степеней. Дока­
зательство Уайлза основано на гораздо более глубоких 
результатах и методах, и в действительности только 

горстка математиков может всерьез утверждать, что они 

разобрались во всех его подробностях. 



Глава 90 

МАТЕМАТИКА: ЧТО У НАС ВНУТРИ 

Математики - как сыщики, и об этом мы узнаём еще 
в школе. Например, х- неизвестна.я: величина, про :кото­

рую известно только, что Зх + 5 = 26. Шерлок Холме придет 
на помощь! Если Зх + 5 = 26, то обязательно выполняется 
соотношение Зх = 21, и тогда х должен быть равен 7. 

В :компьютерной томографии возникают похожие 
задачи, хотя на более высоком уровне. Рассмотрим, напри­
мер, несколько плоских фигур, - круг, эллипс и прямо­

угольник. Отправимся к стекольщику и закажем вырезать 
эти фигуры из стекла, толщиной в полдюйма l). 

Посмотрим сквозь такую стеклянную фигуру, располо­

жив ее ребром к свету. Если это круг, то вверху и внизу 
свету сквозь него нужно преодолеть меньшее расстояние, 

чем в середине, где нужно пройти путь в целый диаметр. 
Поэтому середина нам покажется темной (скорее всего, 
темно-зеленой), а края - светлыми. А посмотрев на ребро 
прямоугольника мы увидим равномерно яркую полосу. 

Теперь главный вопрос: можно 
ли определить форму стеклянной 
фигуры, измерив и сравнив ярхость 

света, который проходит сквозь нее 

с разных направлений? Да! И в этом 
состоит идея хомпьютерной томо­
графии (сам томограф вы видите 

на фотографии). Этот метод диагно­
стихи решает задачу, похожую на 

нашу задачу со стеклышками. Тело 

человека с разных направлений просвечивают рентгенов­

скими лучами, измеряют интенсивность их поглощения, 

и по этим данным строят трехмерное изображение опре­
деленного органа, для хоторого требуется медицинское 

исследование. 

1>Строго говоря, мы получим цилиндры и параллелепипед. - Прим. 
ред. 
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Это только общая идея; подробности крайне сложны. 
Чтобы создать прибор, который теперь стал обычным 
в медицинской практике, понадобилось объединить инже­

нерное искусство, информационные технологии и серьез­

ную математику. Идея этого прибора, возникшая в 1960 г., 
воплотилась уже через несколько лет. Одна из причин 

такой незамедлительности заключалась в том, что вся 
нужная математика была уже известна, она лежала на 
полке в кладовой интеллектуальных диковин и ждала 
своего часа. Почти сто лет назад математик Иоганн Радон 
(1887-1956) предложил процедуру определения формы 
освещенных предметов по данным об интенсивности света. 

Компьютерный томограф - это не только высокие тех­
нологии, но и высокая математика. Исследования продол­
жаются, так как нужно повысить и скорость, и разрешение. 

ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ 

Задача компьютерной томографии - это частный случай 
обратной задачи. Такие задачи возникают в различных 
приложениях. Например, измерив колебания земной коры 
в различных точках, можно точно определить, где именно 

произошло землетрясение и какова его интенсивность. Ана­

логично, измерение отраженной волны позволяет разведать 

положение и запасы подземных месторождений минералов. 

У обратных задач есть типичные трудности, прису­
щие в том числе и задачам компьютерной томографии. 

Например, зависимость решения от входных данных очень 
чувствительна: небольшая ошибка в измерениях - а ведь 
абсолютно точных измерений не бывает - может привести 
к серьезным погрешностям в результатах. 

Для иллюстрации этих трудностей рассмотрим уравне­
ние 0,0001 · х =а. Величина а известна, а х - неизвестное 
большое число. С математической точки зрения решение 
элементарно: х=а/0,0001. Однако в практических прило­
жениях а может быть известно только приблизительно. 
Допустим, это длина, и ее значение измерено с точностью 
до 1 миллиметра. Но при вычислении х это дает ошибку 
в 10000 раз больше, и компьютер выдаст решение 
с точностью в пределах 10 метров! 
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МОЗГ ВНУТРИ КОМПЬЮТЕРА 

Математик-Франкенштейн? На протяжении столетий люди 
лелеяли надежду передать некоторые из человеческих 

интеллектуальных возможностей машинам. Нейронные 
сети, ставшие объектом изучения с 1960 г., представляют 
собой серьезную попытку воспроизвести структуру челове­
ческого мозга и некоторые аспекты его функционирования, 

чтобы создать нечто, подобное человеческой мысли. 
Кирпичиками нашего мозга служат нейроны - клетки, 

проводящие импульсы и формирующие центральную 

командную и контрольную структуру нервной системы. 

У человека около десяти миллиардов таких клеток, соеди­
ненных друг с другом триллионами связей, или синапсов. 

Компьютерный эквивалент нейрона - логическая струк­
тура, усиливающая или ослабляющая входной сигнал на 

основании некоторых контрольных сигналов. Ответ может 

колебаться в очень широких пределах в зависимости от 

реакции на контрольные сигналы; и установкой различ­

ных параметров можно добиться чрезвычайно широкого 

диапазона для возможных вариантов поведения. 

При связывании таких структур число вариаций растет 

экспоненциально, и о таком наборе связей можно говорить 

как о нейронной сети. 

Как выбирают различные параметры? Рассмотрим, 
например, вопрос о том, как банк может принимать 

решение: одобрить ли вашу заявку на кредитную карту, 

опираясь на доступные сведения о вас: возраст, доход, 

активы, кредитная история и т. д. В идеале нейронная 
сеть должна принимать всю эту информацию, а на выходе 

давать ответ «да» или «нет» так, чтобы одобрялись только 
кредитоспособные заявители. 

После построения сети ее «обучают», подавая на вход 
данные, по которым уже другими способами получено 
решение - одобрять заявку или нет. В идеале нужно 
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настроить параметры таким образом, чтобы для всех эле­

ментов обучающего набора сеть выдавала правильное реше­

ние. Для этого требуете.я довольно сложная математика -
в надежде на то, что, хорошенько обучившись, нейронная 

сеть будет давать правильный ответ на новые входные 
данные, неизвестные ранее ни банку, ни компьютеру. 

Классическая математика довольно скептически отно­
сится к таким методам: ведь чтобы модель соответство­

вала действительности, параметры подгоняют без всякого 

понимания взаимосвязей между ними. Но ведь неизвестно, 
к чьему решению следует относиться с большим доверием: 
банковского служащего или хорошо обученной нейронной 
сети. 

ПЕРЦЕПТРОН 

Как же все-таки компьютер моделирует клетки человече­

ского мозга? Одна из первых моделей- перцептрон, его 
изучение началось в 1960 г. Проще всего его представить 
в виде черного ящика, в который с одной стороны входят 

несколько проводов, а с обратной выходит только один 
(рис. 91.1). 

Рис. 91.1. Перцептрон 

Перцептрон занимается тем, что умножает входные 

сигналы xl' х2 , ••• на веса wl' w 2 , ••• , складывает произ­

ведения и проверяет, не превосходит ли полученная сумма 

w1x 1 + w2x 2 + ... некоторого порогового значения Т. Если 
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да, то на выход подается единица; говорят, что перцептрон 

«среагировал». Если нет, то на выход подается нуль. 

Рассмотрим случай, в котором есть два входа, пороговое 

значение Т установлено равным 1, а оба весовых коэф­
фициента равны О, 7. Если на один вход подается 1, а на 
другой О, то сумма произведений входов и весов равна 

О, 7 · 1+О,7 ·О= О, 7, и это меньше порогового значения. 
Таким образом, на выход подается нуль, - перцептрон не 

реагирует. Однако если на оба входа подается единица, то 

получается сумма 1,4, и перцептрон реагирует. 
В этой ситуации подходящим выбором весов и порого­

вого значения мы добились, чтобы перцептрон моделиро­

вал логический элемент «И» (рис. 91.2). 

Рис. 91.2. Перцептрон как связь •И» 

Но перцептрон способен на большее. Многие читатели 

помнят из школьного курса математики, что множество 

точек с координатами (х, у), удовлетворяющими уравнению 
ах+ Ьу =с, образует прямую на декартовой плоскости. Все 

те пары (х, у), для которых сумма ах+ Ьу больше с, 
задают точки, лежащие по одну сторону от прямой, как 

изображено на рис. 91.3. 
Вернемся к перцептрону. Пусть х, у-это входные 

значения, а, Ь - веса, а с - граничное значение. Такой 

перцептрон умеет определять, по какую сторону от прямой 

лежит заданная точка. Добавив логический элемент «И», 
можно соединить несколько перцептронов и смоделировать 

миниатюрный мозг, который выводит единицу, если точка 
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а·х+Ь·у=с 

а·х+Ь·у>с 

а·х+Ь·у<с 

Рис. 91.3. Полуплоскость ах+ Ьу <с 

лежит внутри заданного треугольника, и нуль - в против­

ном случае. Если на вход подаются :координаты точки, то, 

как видно из рис. 91.4, реализация не представляет труд­
ностей. Точка лежит внутри треугольника АВС, если она 
правее прямой Gl, левее прямой G2 и выше прямой G3. 

Gl 

~~---~~~~~--.-аз 

G2 

Рис. 91.4. Так перцептрон определяет, лежит ли точка в тре­
угольнике 

В более серьезных приложениях соединяют дюжины 

перцептронов, и речь идет о нейронной сети. Веса для 

входных сигналов выбираются методом проб и ошибок так, 
чтобы на выходе получался результат :ка:к можно ближе 
:к правильному в тех случаях, когда он известен. В примере 

с :кредитными картами если входные значения дохода, 

владения недвижимостью, времени работы на одном месте, 
и т. д., благоприятны, то нейронная сеть должна давать 
на выходе 1 (:кредитоспособен), но :кандидатов с данными, 
указывающими на риски, она должна отклонять. 
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COGITO, ERGO SUM 

Рене Декарт (1596-1650) был замечательным человеком. 
Еще в юности он решил посвятить свою жизн.ь поиску 
истины. В его «Рассуждении о методе» содержится не 

только основание его философии (cogito, ergo sum­
мыслю, следовательно, существую), но и важные прило­
жения, призванные продемонстрировать новый метод. 

Рис. 92.1. Рене Декарт 

В одном из этих приложений речь идет о геометрии. 

В него включены положения, которым суждено было 

глубоко повлиять на развитие математики. Самое важное 

из них - это соединение алгебры и геометрии. Декарт обна­
ружил, что геометрические задачи можно переводить на 

язык алгебры и что, обратно, решение многих алгебраиче­

ских уравнений допускает геометрическую интерпретацию. 

Этот подход оказался невероятно плодотворным, поскольку 

задачи, которые не решались одними методами, часто уда­

валось решить другими. Наглядное тому подтверждение -



324 Глава 92. Cogito, ergo sum 

доказательство невозможности квадратуры круга 1>. Когда 
удалось показать, что я относится к особенно сложным 

числам и что только относительно «простые» числа 

допускают построение с помощью циркуля и линейки, 

стало ясно, что такой вид геометрических построений не 

позволяет преобразовать круг в квадрат той же площади. 

Однако для Декарта все это было делом далекого буду­
щего. О числах было известно еще слишком мало. Даже на 
отрицательные числа поглядывали с подозрением, а среди 

решений уравнений различали «истинные» и «ложные» -
в зависимости от того, были они положительными или 

отрицательными. 

Стремительное развитие естественных наук в семнадца­
том столетии было бы немыслимо без подготовительной 
работы, проделанной Декартом. Трудно поверить, что 

в математике он было просто «любителем» и самоучкой. 

Нужно сказать, что «декартова система координат», 

с которой все знакомились в школе, в работах Декарта 

не встречается. Только в восемнадцатом веке стало обще­

признано, что такая система могла объединить различные 

геометрические построения, которые становились при этом 

просто отдельными частными случаями. 

«ПЕРЕВОД» ТЕОРЕМЫ ПИФАГОРА 

Переход от геометрии к алгебре - чрезвычайно мощный 

метод; например, доказательство теоремы Пифагора стано­

вится очень простым, если вместо геометрических фигур 

обратиться к алгебраическим уравнениям. 
Нужно доказать, что для прямоугольного треугольника 

со сторонами а, Ь, с выполняется соотношение а2 + Ь2 = с2 • 
Мы будем считать, что если а и Ь не равны, то Ь больше а 
(см. рис. 92.2). 

Секрет доказательства в том, чтобы рассмотреть квадрат 
со стороной с, в который вписаны четыре экземпляра 

нашего треугольника. 

Эти четыре треугольника не заполняют квадрат цели­
ком~ в центре остается еще маленький квадратик (на 

1>см. гл. 33. 
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Рис. 92.2. Теорема Пифагора: а2 + Ь2 = с2 

рис. 92.3 он белого цвета). Его сторона равна Ь- а, это 
видно из рисунка. Поэтому площадь большого :квадрата 
равна учетверенной площади треугольника плюс еще пло­

щадь маленького :квадратика со стороной Ь- а. Площадь 

прямоугольного треугольника с :катетами а и Ь равна 
1 
2 а · Ь, та:к что мы получаем соотношение 

с2=4· а2Ь +(Ь-а)2. ~~~~~~~ 

Теперь дело за алгебраическими трю­

ками. Вспомнив, что 

(а-Ь)2 = а2 -2 ·а· ь + Ь2 , 
можно доказать, что 

с2 =4· а;/ +(Ь-а)2 = 

=2 ·а· Ь+Ь2 -2 ·а· Ь+а2 =а2 +Ь2 • 
Итак, мы показали, что с2 = а2 + Ь2 , 

Рис. 92.3. Теорема 
Пифагора: так мож-

заменив сложные геометрические рас- но ее доказать 

суждения простыми алгебраическими. 

Не следует судить по этому примеру и думать, что 
Декарт занимался только сравнительно простыми зада­
чами. Напротив, большинство затронутых им вопросов 

настолько глубоки, что и сейчас - спустя почти четыреста 

лет - многие математики с трудом могли бы их решить. 
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ЕСТЬ ЛИ В МИРЕ ДЫРЫ? 

Математический институт Клэя предлагает награды в один 

миллион долларов за решение некоторых не поддающихся 

никаким усилиям математических задач 1>. Теперь ученые 
сошлись во мнении, что первой покорилась гипотеза 

Пуанкаре. Ее доказательство стало настоящей сенсацией, 
ведь уже несколько поколений математиков скрежещут 

зубами в досаде на то, что не могут с ней справиться. 

Для гипотезы Пуанкаре требуется понимать, что такое 

«пространство». Прежде чем перейти к трем измерениям, 
мы остановимся на двух - так будет легче представить 

себе ситуацию. Какие поверхности можно назвать «суще­

ственно» разными? Мы примем соглашение о том, что 
существенно разные поверхности - это те, которые нельзя 

преобразовать друг в друга непрерывными деформациями. 

В этом смысле поверхность апельсина по существу не 

отличается от поверхности Земли или футбольного мяча. 

А вот поверхность спасательного круга совсем не такая 
(см. рис. 93.1). Работа над составлением каталога поверх­
ностей началась в девятнадцатом столе'l'ии, и к настоящему 
моменту классификация поверхностей успешно завершена. 

Рис. 93.1. Две существенно разные поверхности 

А вот такой же вопрос для трех измерений остается пока 

без надежды на ответ. Чтобы объяснить, в чем заключается 

1>см. гл. 57 и 37. 
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гипотеза Пуанкаре, нужно освоиться с терминологией, 

а именно с понятием односвязности. Представьте свое 

жилище в печальном положении - мебель вынесли, меж­

комнатные двери сняли с петель, а входную дверь заперли. 

Возьмите длинную веревку, растяните ее по всем комнатам, 

как заблагорассудится, а затем свяжите два конца вместе. 
Если вы потянете за какую-нибудь петлю, то, возможно, 

вытянете всю веревку, но может случиться и по-другому: 

веревка зацепится и не поддастся, поскольку в вашем доме 

есть круговой проход через комнаты, как изображено на 

рис. 93.2 справа. 

тr 

Рис. 93.2. Односвязна ли ваша квартира? 

А теперь определение. Область в пространстве назы­
вается односвязной, если (как изображено на рис. 93.2 
слева) веревке не за что зацепиться. (Это определение 
применимо и к двумерным поверхностям. Поверхность 
сферы, например, односвязна, а поверхность спасательного 

круга- нет.) Пуанкаре высказал гипотезу, что в простран­

стве есть только одна односвязная область, и в некотором 
техническом смысле она «не слишком велика». 

Это было примерно в 1900 году. С тех пор достигнут 
огромный прогресс в понимании пространства, но про­

блема оставалась нерешенной. Это очень огорчительно, 
поскольку в то же время были решены другие, по всей 

видимости более сложные, задачи из других областей 
математики. Однако теперь наконец-то можно считать, что 
гипотеза Пуанкаре доказана. Это произошло благодаря 
озарению, посетившему русского математика Григория 
Перельмана, который решил эту задачу. 

Успех идей Перельмана привел не просто к решению 

исходной задачи. У нас теперь есть полный каталог архи-
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тектуры всевозможных пространств и даже :конструктор, 

чтобы построить любое из них из кирпичиков всего восьми 

различных типов. Это предсказывал еще в 1970-х годах 

американский математик Уильям Тёрстон, но никакого 
продвижения по предложенной им программе не случилось 

до работы Перельмана. 

Может случиться и так, что доказательство гипотезы 

Пуанкаре повлияет на наше знание о структуре Вселенной. 

Точно так же, как теория относительности Эйнштейна 

выиграла от углубленного понимания геометрии, достиг­

нутого в девятнадцатом веке, та:к и предвидение Пуанкаре 

может когда-нибудь сыграть важную роль при описании 

Вселенной в целом. Поживем - увидим. Известно, что 
Вселенная локально трехмерна, а также существуют теории 
о том, что она конечна, но безгранична. Но предстоит еще 

много работы, прежде чем недостающие предположения 

о недостающих соотношениях подтвердятся теоретически 

и экспериментально. 
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ТАК ЛИ СТРАШНЫ КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА? 

Если какое-нибудь обычное число возвести в квадрат, полу­
чится положительный результат: трижды три - девять; 

минус четыре умножить на минус четыре - шестнадцать, 

тоже положительное число. Поэтому трудно вообразить 

число, квадрат которого отрицателен. 

Эта тема доставила математикам много печали 

несколько столетий назад, когда началась работа над 
полиномиальными уравнениями. Решение задачи состояло 
из двух частей - обыкновенной и поразительной. Поэтому 

вовсе неудивительно, что в ходе работы над уравнениями, 

которые не решались старыми методами, возник новый 

вид чисел. 

Возможно, читатель помнит что-то такое еще со школь­

ной скамьи. Даже тех, кто овладел таблицей умножения, 
ставила в тупик невозможность найти число х такое, 

что х+3=1. Правильное решение, а именно х=-2, 
было доступно только после знакомства с отрицатель­

ными числами. А ведь у отрицательных чисел тоже есть 

практический смысл: при работе с дебетом и кредитом, 

с отрицательными температурами и во многих других 

приложениях. 

То же самое с комплексными числами. К отрицательным 

числам приходят, рассматривая уравнения, у которых 

иначе не было бы корней, и комплексные числа возникают 

в ходе решения уравнений вроде х2 + 1 =О, которому 
удовлетворяет число х, квадрат которого равен -1. 

Поразительная часть вот в чем: этот новый вид чисел, 

к которым относятся квадратные корни из всех отрица­

тельных чисел, обладает одним удивительным и очень 

приятным свойством. В него входят решения всех поли­

номиальных уравнений, и поэтому его уже не придется 

расширять по мере того, как решаемые нами уравнения 

становятся все сложнее. 
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Все это стало известно в восемнадцатом и девятнадца­

том веках. С тех пор математики, инженеры и физики 
используют комплексные числа так же легко и привычно, 

как мы, простые смертные, имеем дело с числами вроде 3 
или 12. Комплексные числа можно изображать как точки 
на плоскости, и, в принципе, с ними не больше проблем, 

чем с числами, которые нужны нам в повседневной жизни. 

Что же в них хорошего? Комплексные числа так 

же нужны математикам, инженерам и физикам, как 

отрицательные числа - бухгалтерам. 

Однако, чтобы работать с комплексными числами 
свободно, требуется своеобразная акклиматизация, и от 
них нет никакого проку в решении повседневных задач. 

Конечно же, решение назвать их «комплексными» и «мни­
мыми» было провальным с маркетинговой точки зре­
ния. Такие названия придают им ореол мистичности, 
совершенно незаслуженный. Но те, кого они вводят 

в замешательство, окажутся в хорошей компании. Роберт 

Музиль в рассказе «The Confusions of Young Torless» та:к 
описывает раздражение от иррационального: 

Слушай, ты это вполне понял? 

Что? 

Эту историю с мнимыми числами? 
Да. Это же совсем не так трудно. Надо только 

запомнить, что :квадратный :корень из минус единицы -
это еще одна величина при вычислении. 

- Но вот в том-то все и дело. Такого же не существует ... 
- Совершенно верно. Но почему бы, несмотря на это, 

не попытаться произвести извлечение :квадратного корня 

и при отрицательном числе? 

- Но как же так, если с математической точностью 
знаешь, что это невозможно? 

ЧТО НА САМОМ ДЕЛЕ НУЖНО ЗНАТЬ 
ПРО КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

Вы вполне разберетесь с комплексными числами, если 
усвоите следующие три факта. 

• Их можно изображать на плоскости. 
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Представьте себе точку на плоскости с обычными 
прямогульным:и координатами. На рис. 94.1 отмечена одна 
такая точка, ее координаты (2,3). 

4i с 

Зi • 
2i 

-4-3-2-1 1 2 3 4 
-i 

-2i 

-Зi 

-4i 

Рис. 94.1. Комплексная плоскость 

Теперь от точек на плоскости перейдем к комплексным 

числам. Точке с координатами (х, у) поставим в соот­
ветствие число, которое записывается в виде х +у· i. 
Так, на рис. 94.1 изображено число 2 + 3 · i. Возможно, 
это выглядит несколько загадочно, но сложного ничего 

нет; важно лишь, что любую точку :можно записать 

в виде числа (например, точка (12, 14) записывается 

в виде числа 12 + 14 · i), и, обратно, любому комплексному 
числу соответствует ровно одна точка (так, числу 3 + 25 · i 
соответствует точка (3,25)). 

• С комплексными числами легко проводить вычисле­
ния. 

Сложение определяется следующим образом. Например, 

чтобы сложить числа 2 + 3 · i и 7 + 15 · i, достаточно сложить 
«действительные» части (без i) и «мнимые» (с i) по 

отдельности. Поэтому получается 9 + 18 · i, так как 2 + 7 = 9 
и З + 15 = 18. Аналогично, число -9 + 5,5 · i является сум­
мой чисел -6 + 3 · i и -3 + 2,5 · i. Дальнейшие примеры 
были бы уже излишеством. 

Умножаются комплексные числа как многочлены с той 
лишь оговоркой, что произведения i · i нужно заменять 
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на -1. Давайте умножим 3 + 6 · i на 4 - 2 · i. Обычные вычис­
ления дают результат 12 - 6 · i + 24 · i - 12i · i, и с учетом 
правила i · i получаем, что это произведение равно 

12 - 6. i + 24. i + 12 = 24 + 18. i. 

Заметим, что, поскольку число i, умноженное на себя, 
дает -1, у уравнения z2 = -1 есть решение 1>. 

• Теперь можно решить любое полиномиальное урав­
нение - линейное, квадратичное, кубическое, и т. д. 

Это означает, что теперь не важно, какая у многочлена 
степень, какие у него коэффициенты - действительные 

или комплексные, - всегда найдется комплексное число 

вида z = х + i ·у, которое удовлетворяет уравнению. Напри­
мер, можно быть уверенным, что существует комплексное 

число, удовлетворяющее уравнению z10 -4z3 + 9,2z-n= О. 
Важность этого факта невозможно переоценить. Когда 

инженер изучает частотные характеристики электрического 

контура или огромной радарной антенны, всегда найдется 

комплексное решение, которое подскажет, нет ли подозре­

ний в потере устойчивости системы. 

Принципиальное значение комплексных чисел заклю­
чается в существовании решения для произвольного поли­

номиального уравнения. Это существование предполагали 
еще в семнадцатом веке, но первое строгое доказательство 

дал великий Карл Фридрих Гаусс в 1799 г. 

1>0тметим, что привычная запись z2 = z · z выполняется не только 
для действительных чисел, но и для комплексных. 
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ЭШЕР И БЕСКОНЕЧНОСТЬ 

Ценители изящных искусств достаточно холодно оцени­

вают работы нидерландского художника-графика Маурица 
Корнелиса Эшера. Но мы в этой главе не собираемся 
обсуждать, до :какой степени верно такое мнение. Бесспорно 
то, что картины Эшера интересны с математической точки 

зрения по многим причинам, и все они геометрической 

природы. 

Первая интересная геометрическая тема - за.мощения 

плоскости. Цель замощения заключается в том, чтобы 
закрыть всю плоскость фигурами, которые составляют 

повторяющийся узор. Этот принцип замечательно демон­

стрируют паркеты. Если вы нарисуете :квадрат, его можно 

бесконечно повторять во всех направлениях, ка:к на 

бесконечной шахматной доске. Этот узор можно сделать 
интереснее, если искусно его раскрашивать, учитывать 

симметрию, вырезать :кусочки с одной стороны и при­

кладывать их к другой. Вместо квадратов можно брать 
треугольники, параллелограммы, трапеции или шести­

угольники. Так что плоскость можно замостить самыми 
разными способами. 

Эшер подошел к этой задаче как математик. Сколько 
существует принципиально разных способов замощения, 

и :как их можно описать? Хотя в математике он был 
любителем, ему удалось получить полную классификацию, 

и на его картинах изображены все возможные варианты. 

Это произвело огромное впечатление на математиков, 

работавших в этой же области. 

Еще больше поражает успех Эшера в изображении бес­
конечности. Неважно, как велик ваш холст, - изобразить 

можно не полное замощение, а только его часть. Эшер 
нашел два решения этой проблемы. Первое - использо­
вать поверхности без границы, отличные от плоскости; 

например, он замостил поверхность сферы, получив узоры, 
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плавно перетекающие друг в друга. Во втором решении 

используются математические открытия девятнадцатого 

века, о которых Эшеру сообщил математик Г. С. М. Кок­

сетер. Имеются в виду неевклидовы геометрии, которые 

позволяют моделировать бесконечность на областях, для 
которых нужна только часть евклидовой плоскости. Так 

возникли знаменитые эшеровские мотивы со змеями 

и рыбами. 

И наконец, надо рассказать о •невозможных• картинах 

Эшера, таких как конечная лестница, которая постоянно 
ведет вверх. Отдельные участки картины выглядят вполне 

привычно, но свести эти локальные восприятия в одно 

глобальное невозможно - такое трехмерное изображение 

противоречит действительности. 

Даже если бы мы использовали термины «локаль­

ное• и •глобальное• в их математическом смысле, все 
равно оставался бы необъяснимый аспект, относящийся 

к психологии восприятия. При взгляде на картины Эшера 

становится ясно, что глаз обычно действует как молчали­

вый и ненавязчивый наблюдатель, отправляющий в мозг 

предварительно обработанные сообщения. 

«СДЕЛАЙ САМ», КАК ЭШЕР 

Хотите сами сделать эшеровскую гравюру? Например, 

вам нужен заполняющий плоскость узор для обоев или 

оберточной бумаги. Нет пределов возможностям, доступ­

ным предприимчивому любителю, хотя нужно сказать, 

что уже давно известно - имеется только двадцать восемь 

существенно разных методов построения (и все они исполь­

зуются в картинах Эшера). 
За основу возьмите относительно простую картинку. На 

жаргоне паркетчиков она называется ССС базового типа. 

Чтобы ее получить, надо понять, что такое С-линия l). Это 
кривая, которая соединяет две точки А и В таким образом, 
что середина отрезка АВ лежит на кривой, и поворот 

кривой на 180° вокруг этой точки приводит к той же самой 
кривой. Некоторые примеры вы видите 'на рис. 95.1. 

1)Буква С - сокращение от •center• (центр). 
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Рис. 95.1. Три С-линии 

Теперь можно дать волю своей фантазии. Возьмите лист 

бумаги, отметьте на нем три точки Р, Q, R и проведите 
несколько С-линий: одну из Р в Q, другую из Q в R, 
и третью из R в Р. Это могут быть любые С-линии, и при 
построении фигуры - обозначим ее F, - ограниченной 
этими линиями, вас сдерживает только ваша креативность. 

Заметьте, что вы можете замостить плоскость без зазоров 

и наложений копиями этой фигуры. Попробуйте! Сделайте 
дюжину экземпляров и вырежьте их из бумаги. Остается 
только поворачивать их и укладывать. Вместо того чтобы 

читать подробное описание, лучше один раз увидеть: на 

рис. 95.2 используются С-линии. 

Рис. 95.2. Пример типа ССС 

Если вам удастся сделать фигуру F в виде ангела, 

дьявола, рыбы, птицы - чего угодно, - ваш шедевр будет 
выглядеть как гравюра Эшера. 

Если на ваш вкус тип ССС слишком сложен, попробуйте 

тип ТТТТ 1>. Начните с параллелограмма. Обозначьте его 
вершины А, В, С, D, начав с левой нижней и двигаясь 

1>Буква Т означает «translation• - параллельный перенос. 
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против часовой стрелки. Нарисуйте какую вам заблагорас­

судится кривую, соединяющую точки А и D, и переместите 
ее копию вправо, чтобы та соединила точки В и С. Затем 
нарисуйте произвольную кривую, соединяющую точки А 
и В и переместите ее копию вверх, соединив точки D и С. 
У вас получилась своего рода «ячейка», копии которой 
теперь можно перемещать влево, вправо, вверх, вниз, 

чтобы замостить ими плоскость. По построению копии 

сомкнутся друг с другом без зазоров и наложений. На 
рис. 95.3 вы видите два примера замощения такого типа. 

Рис. 95.3. Пример типа ТТТТ 
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В НАЧАЛЕ ЕДИНИЦА ВСТРЕЧАЕТСЯ 
ЧАЩЕ ДВОЙКИ 

Замечали ли вы, рассматривая таблицу чисел, что фунда­

ментальный закон равномерности нарушается? Казалось, 

разумно было бы предположить, что числа, у которых 

первая цифра 1, 2, и так далее, встречаются одинаково 
часто. Однако обычно это не так. Об этом говорит закон Бен­
форда, названный так по имени физика Франка Бенфорда 

(1883-1948). Слово «закон» не стоит воспринимать слиш­
ком серьезно. Он не выполняется так же неотвратимо, как, 
скажем, ньютоновские законы небесной механики. Закон 
Бенфорда - скорее попытка количественного объяснения. 

Здесь мы имеем дело с вариацией на тему «случай 
заметает свои следы». Для начала представьте себе простую 

игру в кости. «Доска» для игры состоит из примыка­

ющих друг к другу полей, пронумерованных числами 

О, 1, 2, .... Вы стартуете в О, а затем продвигаетесь вперед 
на столько шагов, сколько очков выпало на игральной 

кости. Если на первых бросках выпали числа 1, 6, 2, то 
вы передвигаетесь на поле номер 1, затем на поле номер 
7(= 1+6), а затем на поле 9(= 7 + 2). 

Невозможно определить, попадете ли вы на определен­

ном ходе на поле 101 с большей вероятностью, чем на 
поле 201, поскольку такие «далекие» поля кажутся равно­
вероятными. Даже если кость неправильная, невозможно 

сделать предположение о том, где окажешься. 

А теперь вернемся к закону Бенфорда. В нашей 

игре имеют место аддитивные случайные влияния. Как 
правило, факторы, оказывающие влияние, мультиплика­

тивны. (Например, удвоение осадков приводит к удвоению 
количества воды, доступной для орошения. На 2 нужно 
умножать, а не складывать.) Есть технический трюк, кото­

рый превращает умножение в сложение: логарифмирова­

ние. Он приводит к тому, что логарифмы величин, которые 

мультипликативно зависят от влияющих на них случайных 

12 Матем. пятиминутки 
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факторов, должны быть распределены равномерно. А для 

самих величин это значит, что цифра 1 в начале числа 
должна появляться гораздо чаще, чем 2, а та, в свою 

очередь, чаще, чем 3, и т. д. 
Почему так происходит? Возьмем двузначные числа. 

Если десятичные логарифмы чисел лежат между 1 и 2, то 
сами числа лежат между 10 и 100. (Логарифм 10 равен 1, 
а логарифм 100 равен 2.) Однако логарифм 20 равен 
приблизительно 1,3, так что примерно тридцать процентов 
логарифмов между 1 и 2 соответствуют числам от 10 до 19. 
Логарифм 30 равен примерно 1,5, поэтому двузначные 
числа, которые начинаются с цифры 2, представляют 

примерно 20% (1,5-1,3 = 0,2) логарифмов. Добравшись 
до 90, мы обнаружим, что логарифм этого числа равен 
примерно 1,95, и поэтому двузначные числа, начинаю­
щиеся с девятки, соответствуют только приблизительно 

2,0-1,95 = 0,05 = 5% логарифмов. 
Вы все еще сомневаетесь? Задумайте четырехзначное 

число и припишите перед ним единицу. Заставьте Google 
найти это (пятизначное) число. Проделайте то же самое 
с двойкой, тройкой, и так далее. Число результатов 

будет постепенно убывать, и это должно убедить самых 

закоренелых скептиков. 

ЭКСПЕРИМЕНТ С ГУГЛОМ 

Происхождение закона Бенфорда легко обнаружить, рас­

сматривая таблицу логарифмов в библиотеке вашего 

города. Такие таблицы использовались для выполнения 

сложных вычислений 1>. Бенфорд заметил, что страницы 
с логарифмами, начинающимися с маленьких цифр, заму­

солены больше, чем другие. Заинтересовавшись, Бенфорд 

подробно исследовал это явление и вывел свой закон. Как 
мы уже сказали, это не совсем «закон», и мы здесь его 

не доказываем, а только ищем способы объяснить его. 

Но в том, что он действительно существует, нет никаких 

сомнений. Приведем результаты эксперимента, проведен­

ного в декабре 2005 г. с поисковой системой Google. 

1>см. гл. 36. 



Таблица 

РезуJIЬтаты эксперимента с последовательностью цифр 3972 

Поиск 13972 23972 33972 43972 53972 63972 73972 83972 93972 
Реальное число 

389,000 232,000 136,000 117,000 71,400 65,300 44,600 54,100 42,300 
результатов 

Теоретическое 

значение 30,1 17,6 12,5 9,7 7,9 6,7 5,8 5,1 4,6 
(в процентах) 

Теоретическое 346000 203000 144000 112000 91000 77000 68000 59000 53000 
значение 
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Была наугад выбрана случайная последовательность цифр 

3972, и перед ней поочередно приписывались цифры от 
1 до 9. В таблице (см. предыдущую страницу) указано 

число результатов, найденных в эксперименте, а также 

теоретическое (в процентах и в абсолютном выражении). 
Реальные значения оказались несколько выше теоре­

тических в начале таблицы и несколько ниже - в конце. 
Однако можно считать, что полученные результаты под­

тверждают теорию. 



Глава 97 
ПОДСОЛНУХ И РАТУША В ЛЕЙПЦИГЕ 

Золотое сечение - одно из важнейших чисел в математике. 
Напомним, что можно построить прямоугольник, в котором 

отношение длинной стороны к короткой равно отноше­

нию суммы обеих сторон к длинной. Такое отношение 
называется золотым сечением. Чтобы его вычислить, 

предположим, что короткая сторона равна 1, а длинную 
обозначим х. Тогда по определению 

х _ 1+х 
I - ----Х-

Умножив обе стороны уравнения на х и перегруппировав 

слагаемые, получим квадратное уравнение 

Х•Х-Х-1=0. 

По формуле корней квадратного уравнения получаем 

х = l±v'5 2 . 

Из этих двух решений положительно только одно, и оно 

равно 1,6180 .... 

Некоторые полагают, что прямоугольники, стороны 

которых находятся в таком отношении, особенно приятны 
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с эстетической точки зрения. И действительно, золотое 

сечение часто встречается в архитектуре, например в очер­

таниях древнегреческих храмов, а также современных 

зданий (например, башня лейпцигской ратуши разделена 

на секции в соответствии с золотым сечением). Однако 
в наше время все работают с бумагой международного 
стандарта А, для которого лист, сложенный пополам, 

сохраняет свои пропорции, и поэтому мы больше привыкли 

к отношению сторон, равному квадратному корню из двух, 

или 1,414 .... 
Важность золотого сечения объясняется тем, что оно 

то и дело возникает почти во всех областях матема­

тики. Конечно, неудивительно встретить его в геометрии, 

поскольку оно и возникло как решение геометрической 

задачи. Но оно возникает и в чисто числовых задачах. 

Возьмем, например, знаменитую послед<Jвательность 

Фибоначчи. Она начинается с чисел 1, 1, а каждый новый 
член равен сумме двух предыдущих. Поэтому после 1, 1, 
идут числа 2, 3, 5, 8, 13, 21, и т. д. Отношение двух 
Пdследовательных чисел все больше и больше приближа­
ется к золотому сечению; даже дробь 21/13 = 1,615 ... -
уже неплохая аппроксимация. 

Числа Фибоначчи встречаются и в природе, например 

в расположении семян в подсолнухе. А если у вас 

есть рулетка, то вы можете поискать золотое сечение 

у себя. Расстояние от локтя до кончика пальцев, деленное 
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на расстояние от локтя до запястья, - один из многих 

примеров. 

Однако такие результаты быстро уводят в область 
предположений и домыслов. Может быть, отношение числа 
«плохих» персонажей из сказок братьев Гримм к числу 
«хороших» - тоже золотое сечение? 

ЦЕПНЫЕ ДРОБИ 

Золотое сечение замечательно еще в одном отношении. 

В этот раз речь пойдет об одном типе аппроксимации. 
Работая с числами, которые невозможно представить в виде 
дроби, бывает удобно заменять их дробями, у которых 
сравнительно небольшие числитель и знаменатель и кото­

рые хорошо приближают исходное число. Например, дробь 
22/7 = 3,14285 ... - хорошая аппроксимация числа :л, 
с точностью до шести знаков оно равно 3,14159. Эта 

аппроксимация была известна еще 2500 лет назад в Древ­
нем Египте, и она достаточна для многих приложений. 

Самые лучшие рациональные аппроксимации получа­

ются при использовании цепных дробей. Они возникают 
в результате довольно сложного процесса. 

Записывают цепную дробь в виде конечной последова­
тельности натуральных чисел, заключенной в квадратные 

скобки; такая запись понимаете.я следующим образом: 

[ао]=ао, 

[ао, ai]=ao+ i , 
1 

[ао, ар а2]=ао+ 1 1 , 
а1+-

42 

[ао, ар а2, aaI = ао + 1 1 
41 + 1 

42+-
43 

[ао, al, а2, аа, а4]=ао+ 1 1 
41 + 1 

42+ 1 
43+-

44 
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Если така.я запись кажете.я слишком абстрактной, 
рассмотрите следующие примеры: 

[3, 9] = 3 + ~ = 2: ' 

[2, 3, 5, 7] = 2 + -~1~1,..-- = ~~g . 
3+--1 

5+7 

Если аппроксимировать число самой подходящей цепной 

дробью, то чем больше чисел в этой дроби, тем лучше 
аппроксимация. Дело в том, что все числа после первого 
по.явл.яютс.я в знаменателе, и чем больше числа, тем 
быстрее растет знаменатель, тем больше верных цифр 
получаете.я в десятичной записи числа. 

Что касается золотого сечени.я, оно отличаете.я от 

всех иррациональных чисел следующим свойством: оно 

хуже всех представляете.я цепной дробью, в том смысле, 

что в его представлении участвуют самые маленькие 

числа, и поэтому дл.я заданной точности нужно брать 

довольно много членов. И действительно, самые лучшие 

цепные дроби дл.я золотого сечения - это [1], [1, 1], 
[1, 1, 1], [1, 1, 1, 1] и т. д. Этот факт играет значительную 
роль в КАМ-теории 1>. Согласно этой теории колеблю­
щаяся система, в которой отношение частот составляет 

золотое сечение, особенно нечувствительна к возмуще­

ниям. 

ГОЛОВОЛОМКА 

Хорошо известна одна головоломка, имеющая отношение 
к числам Фибоначчи. На рис. 97.1 вверху изображен 

треугольник, разрезанный на четыре части. После пере­

кладывания частей получается такой же треугольник, но 

теперь в нем одна клеточка остается незаполненной. 

Решение головоломки - в конце статьи. 

1>приставка КАМ образована тремя первыми буквами фамилий 
ученых, создавших эту теорию, - Андрея Колмогорова, Владимира 

Арнольда и Юргена Мозера. 
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Рис. 97.1. Куда делся этот квадрат? 

ИКОСАЭДР ПАЧОЛИ 

Итальянский математик Лука Пачоли (1445-1517) открыл 
интересную связь между золотым сечением и платоновыми 

телами. 

Возьмите три прямоугольника, стороны которых отно­

сятся в золотом сечении: длинная сторона длиннее корот­

кой примерно в 1,618 раз. 
Эти прямоугольники располагают так, что они пересе­

кают друг друга в перпендикулярных направлениях, как 

изображено на рис. 97.2. Если прямоугольники деревян­
ные, то для этого придется сделать распилы. А теперь 
сюрприз: если соединить вершины прямоугольников, то 

получится платоново тело, а именно икосаэдр. 

Рис. 97.2. Икосаэдр Пачоли 
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Это впечатляющий пример того, как то и дело 

в математике обнаруживаются удивительные связи между 

различными ее ветвями. Еще один такой пример мы 

видели в гл. 55, когда рассматривали «самую прекрасную 
формулу•. 

РЕШЕНИЕ ГОЛОВОЛОМКИ 

Как же получается так, что кусочек плоскости исчезает 

при перекладывании частей? Дело в том, что фигура на 
рисунке - на самом деле вовсе не треугольник. У «тре­

угольника• вверху гипотенуза немного вдавлена внутрь, 

а у «треугольника• внизу наоборот, немного выступает. 

Вы можете сами убедиться в этом. У черного треуголь­

ника наклон гипотенузы составляет f = 0,375, а у белого-
~ = 0,4. Эти две дроби составлены из чисел Фибоначчи 

2, 3, 5, 8, и близость ~ к J объясняется именно сходимо­
стью дробей, составленных из элементов последовательно­
сти Фибоначчи, к золотому сечению. 



Глава 98 
ОПТИМАЛЬНО УПАКОВАННАЯ 

ИНФОРМАЦИЯ 

Необходимость обмена информацией 

между людьми с общими интересами 

возникает в самых разных областях. 
Как музыканты джаз-группы догова­

риваются, в какой тональности они 
импровизируют? Как пары умудря­

ются танцевать танго? Какой универсальный товарный 
код у товара, который покупатель хочет оплатить на 

кассе? В математике такие вопросы привели к созданию 

новой области, названной теорией кодирования. Она имеет 

дело с «оптимальной» упаковкой информации, причем 

термин «оптимальный» понимается в зависимости от 

ситуации. 

Например, как можно передать сообщение, чтобы 

оставалась возможность его прочесть, даже если в ходе 

передачи оно будет повреждено? Первое, что приходит 
в голову, - передать сообщение несколько раз, скажем, 
пять. Крайне неправдоподобно, чтобы это сообщение было 
повреждено все пять раз в одном и том же месте, 

так что получатель сможет соединить неповрежденные 

куски из пяти экземпляров, чтобы составить нужный 
текст. 

У этого метода есть серьезный недостаток - он до 
крайности неэкономичен. Существуют другие, более изящ­
ные решения этой задачи. Один из подходов требует 

использования компьютера. Сообщение буква за буквой 
переводится в строку из нулей и единиц. Можно считать, 

что каждый символ кодируется определенной последо­
вательностью длины десять. Для простой проверки -
успешно ли завершилась передача - можно добавить в код 
единицу или нуль, в зависимости от того, четно или 

нечетно число единиц в коде. Тогда получатель знает, что 

произошло что-то неладное, если «проверочная цифра» 
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не соответствует переданному коду. И теперь точность 

передачи может быть проверена за счет увеличения кода 
только на одну десятую. Правда, в случае ошибки не 

совсем ясно, где именно она локализована - в самом коде 

или в проверочной цифре - и как ее исправить. Но более 
изощренные системы кодирования справляются и с такими 

вопросами. 

Высокое искусство теории кодирования - надежная 

передача сообщений даже по очень шумным кана­
лам. Полученное сообщение может считаться корректным 
с очень высокой степенью надежности. Типичный при­

мер успешных коммуникаций - изображения, полученные 

удаленными космическими зондами, например, с Марса. 

Кроме того, теория кодирования успешно применяется 
в вашем СD-плеере. Именно она позволяет воспроизводить 
вашу любимую песню, даже если диск случайно поцара­

пался. 

КОДЫ, ИСПРАВЛЯЮЩИЕ ОШИБКИ 

Проверочная цифра, как мы уже сказали, позволяет опре­

делить, не случилась ли где-нибудь ошибка при передаче 

сигнала. Если вы получили сообщение 011000001011, то 
знаете, что здесь что-то не так, поскольку в каждом 

пакете из одиннадцати цифр должно быть четное число 

единиц. 

Обычно таких простых тестов достаточно, например, 
у кассы в супермаркете. Если там аппарат обнаруживает 

ошибку при считывании универсального товарного кода, 

то отказываете.я регистрировать товар, и кассиру остается 

только просканировать его еще раз. 

Но иногда бывает важно знать, какой именно бит 

был передан неверно. Тогда можно исправить ошибку 
и восстановить исходное сообщение. 

Первую простую реализацию такого кода описал 

Р. У. Хэмминг в 1948 г. В то время идея самокорректи­
рующегося кода была революционной. 

Чтобы ее понять, рассмотрим последовательность нулей 
и единиц длины 4, в общем виде она обозначается 
а1 а2а3а4 • Так, для последовательности 0110 получаются 
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такие значения: а1 =О, а2 = 1, аз= 1, а4 =О. Мы добавим 
три проверочных бита, обозначив их а5 , а6 , а7 • Они 
определяются по следующим правилам: 

• Если число единиц среди al' а2 , а4 нечетно, то а5 =1, 
в противном случае а5 =О. 

• Если число единиц среди а1 , аз, а4 нечетно, то а6 =1, 
в противном случае а6 =О. 

• Если число единиц среди а2 , аз, а4 нечетно, то а7 =1, 
в противном случае а7 =О. 

Затем передается последовательность символов 
а1 а2аза4а5а6а7 • В нашем примере, в котором требуется 

переслать последовательность 0110, расширенная после­
довательность имеет вид 0110110. Например, последняя 
цифра в ней а7 -нуль, так как среди цифр а2 , а3 , а4 (т. е. 
1, 1, О) четное число единиц. 

В чем мы выигрываем? Предположим, что в ходе 
передачи возникла ошибка, из-за которой изменился один 

бит. Мы знаем, что в каждой из последовательностей 
а1 а2 а4а5 , а1 а3а4а6 и а2аза4а7 должно быть четное число 
единиц. Если бы ошибка была в бите al' то в последова­
тельностях а1 а2а4а5 и а1 а3а4а6 было бы нечетное число 
единиц, а с последовательностью а2а3а4а7 было бы все 
в порядке. Так что при ошибке в бите а1 получается такое 
число единиц для этих трех последовательностей: нечетно, 

нечетно, четно. А что для других битов? 

• При ошибке в бите а2 : нечетно, четно, нечетно. 
• При ошибке в бите а3 : четно, нечетно, нечетно. 
• При ошибке в бите а4 : нечетно, нечетно, нечетно. 
• При ошибке в бите а5 : нечетно, четно, четно. 
• При ошибке в бите а6 : четно, нечетно, четно. 
• При ошибке в бите а7 : четно, четно, четно. 

Итак, зная, в какой из последовательностей а1а2а4а5 , 

а 1 а3а4а6 или а2а3а4а7 неправильное число единиц, мы 
можем уверенно определить, в каком именно бите ошибка, 

исправить ее и восстановить исходное сообщение. 

При.мер. Предположим, что при передаче последова­

тельности 0110110 произошла ошибка в первом бите, что 
привело к последовательности 1110110. Подсчитаем число 
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единиц в а1а2а4а5 , а 1а3а4а6 и а2а8а4а7 , т. е. в 1101, 
1101 и 1100- нечетное, нечетное, четное, так что следует 
сделать вывод, что ошибка в первом бите. 

Обратите внимание, что код Хемминга не позволяет 
определить, сколько именно ошибок было сделано при 

передаче сообщения. Однако более изощренные самокор­
ректирующиеся коды могут работать с последовательно­
стями нулей и единиц произвольной длины, обнаруживая 

и исправляя две, три и даже больше ошибок. Как 

было сказано, такая способность к самокоррекции крайне 
важна для СD-плееров, поскольку выпускать абсолютно 
совершенные диски было бы слишком расточительно. 



Глава 99 

ЧЕТЫРЕХ КРАСОК ДОСТАТОЧНО 

Возьмите лист бумаги и нарисуйте карту воображаемого 
континента, разместив на нем разные страны. Возьмите 

карандаши и раскрасьте эти страны так, чтобы никакие две 

страны с общим участком границы не были раскрашены 

в один цвет. Скоро вы обнаружите, что для карты всегда 
хватает четырех красок, как бы вы ни старались создать 

карту посложнее. Пример карты, для которой требуется 

четыре краски (и никак не меньше), вы видите на рис. 99.1. 

Рис. 99.1. Здесь нужно четыре краски (трех мало) 

Это явление заметили еще в девятнадцатом веке. 
Однако математикам никогда не хватает эксперименталь­

ных наблюдений, как бы много их ни было. Нужно было 
доказать, что четырех красок хватит всегда, сколько бы ни 

было на карте стран и как бы сложно они ни располагались. 

Попыток доказательства было много, однако задача 

оказалась твердым орешком. Математикам всего мира 

пришлось ждать до 1976 г., когда теорема о четырех 
красках была в конце концов доказана Кеннетом Аппелем 
и Вольфгангом Хакеном из Иллинойского университета. 

Почтовое отделение при этом университете гасило марки 

на письмах штемпелем со словами: «Четырех красок 

достаточно». 

С этим доказательством была небольшая несостыковка, 
и из-за этого обсуждение задачи не прекращалось. Дока-
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зательство было, несомненно, верным. Однако большая 

часть рассуждений сводилась к обширным компьютерным 

вычислениям, которые были бы не под силу целой армии 

вычислителей из плоти и крови. Математики, на протяже­

нии столетий полагавшиеся только на бумагу и карандаш, 
столкнулись с новой непривычной ситуацией и до сих 

пор не смирились с этим явлением. Даже если дюжина 

компьютеров подтвердит справедливость доводов, это не 

даст того удовлетворения, какое дает личная проверка 

шагов доказательства. 

Для практических приложений теорема о четырех 

красках не представляет большого интереса. Она относится 
к категории теорем вроде «существует бесконечно много 

простых чисел• и «число Jr трансцендентно•. Впечатляет 

в ней как раз то, что при очень простой формулировке 

решения пришлось ждать так долго, и оно наконец, было 

найдено. Навсегда. Для любого числа стран. Рано или 
поздно кто-нибудь найдет доказательство, не прибегая 
к компьютерным вычислениям, и тогда все будут довольны. 

КАРТЫ И ГРАФЫ 

Задача о четырех красках - прекрасный пример того, 

как математики могут находить самую суть задачи. При 

выборе цвета форма границы не играет никакой роли, 
важно лишь, чтобы у двух стран был общий участок 

границы. Поэтому задачу раскрашивания карты можно 
свести к задаче раскрашивания графа. 

:Каждую страну обозначают точкой на листе бумаги. 
Если у двух стран есть общий участок границы, их 

соединяют линией. 

Такая система точек и линий называется графом 1>. 
Графы встречаются не только в математике. Они полезны, 

чтобы изображать схемы метрополитена, например, или 
вычислительные блок-схемы. 

:Карту шестнадцати земель Германии можно преобразо­

вать в граф, изображенный на рис. 99.2. 

1>Это определение графа не имеет ничего общего с графиками 
функций, которые вы строили в школе. 
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1 2 3 4 

Рис. 99.2. Граф Германии 

Числа на рисунке соответствуют следующим землям: 

1. Гамбург 
2. Шлезвиг-Гольштейн 
3. Мекленбург - Передняя Померания 
4. Берлин 
5. Бремен 
6. Нижняя Саксония 
7. Саксония-Анхальт 
8. Бранденбург 
9. Северный Рейн - Вестфалия 

10. Гессен 
11. Тюрингия 
12. Саксония 
13. Саар 
14. Рейнланд-Пфальц 
15. Баден-Вюртембург 
16. Бавария 
Задача о раскраске звучит теперь так: можно ли 

раскрасить шестнадцать точек четырьмя красками так, 

чтобы никакие две точки, соединенные линией, не были 

одного цвета? 
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Такая раскраска для земель Германии показана на этом 
рисунке. Знаки О, д, О, и + соответствуют четырем разным 
краскам. 

ВОЛК, КОЗА И КАПУСТА 

Подходящее представление в виде графа может сделать 
задачу совсем простой, и примером тому служит класси­

ческая головоломка про волка, козу и капусту. 

У крестьянина есть лодка, в которой ему нужно 
переправить через реку волка, козу и капусту. К сожа­

лению, лодка слишком мала, и в ней помещается только 

один «пассажир~. Дополнительная сложность в том, что 

некоторые пары нельзя оставлять на берегу вдвоем: коза 

может съесть капусту, а волк - козу. 

Как организовать перевозки? Решение станет очевид­
ным, если перевести задачу на язык графов. Мы назовем 

берега реки левым и правым и будем считать, что в начале 
все персонажи собрались на левом берегу. Как нужно 
действовать, чтобы волк не съел козу, а коза - капусту? 

Каждую возможную ситуацию мы изобразим точкой, 
и отметим возле нее персонажей, которые в этой ситуации 

находятся на левом берегу. На рис. 99.3 изображены все 
десять возможных ситуаций. 

ZWK 0 

z WK 

wк z 

zw w 

zк к 

Рис. 99.3. Граф задачи о козе и капусте (Z - коза, W - волк, 
К-капуста) 
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Символ 0 обозначает пустое множество (как в гл. 12) 
и указывает на то, что все пассажиры переправились на 

правый берег. Пять точек слева соответствуют ситуациям, 

:когда крестьянин находится на левом берегу, а справа -
когда он на правом берегу. 

Например, вторая точка сверху в левом столбце с меткой 
«коза» означает, что коза и крестьянин - на левом берегу 

(и поэтому волк и капуста - на правом). 

Точки, соответствующие запрещенным ситуациям, не 
изображены. Например, точка «коза, волк, капуста» 
в правом столбце означала бы, что крестьянин находится 
на правом берегу, а волк, коза и капуста - на левом, 
и в этом случае или коза бы съела капусту, или волк бы 

съел козу, или оба этих несчастья случились бы вместе. 

Поэтому такой точки на графе нет. 

Теперь посмотрим на возможные переправы. Мы будем 
соединять любые две точки линией, если крестьянин может 
перейти из одного состояния в другое, перевезя одного 
пассажира. Например, линия, которая ведет из точки 

«волк, коза, капуста» слева в точку «волк, капуста» справа, 

означает, что крестьянин перевез :козу с левого берега на 
правый, оставив пока волка и капусту. Обратите внимание, 

что из этой точки нельзя попасть ни в какую другую, 

поскольку для этого пришлось бы перевозить более одного 

пассажира, а по условию этого делать нельзя. 

На языке графов задача звучит так. Есть ли путь, 
проходящий через допустимые точки из левой верхней 

точки (все на левом берегу) в правую верхнюю (все на 

правом)? Оказывается, есть, и по графу можно разобраться, 

каким должен быть порядок перевозок. 



Глава 100 

МАТЕМАТИКИ СТАНОВЯТСЯ 
МИЛЛИОНЕРАМИ 

Когда поисковая система Google (Гугл) широко распро­
странилась, ее основатели Сергей Брин и Лоуренс Пейдж 

вдруг оказались в рядах самых богатых людей планеты. 
Тому, кто хочет повторить их успех, придется вначале 

получить в свое распоряжение гигантский компьютер 

и затем создать каталог всех веб-сайтов в мире. На 

сегодняшний день существует приблизительно двадцать 
миллиардов веб-страниц 1>. Для каждой страницы нужно 
завести индекс, отражающий все возможные показатели. 

Это сложна.я задача, но для команды талантливых про­
граммистов нет ничего невозможного. И разумеете.я, вся 

по-настоящему тяжела.я работа досталась компьютеру. 
Предположим, что все эти задачи успешно выполнены. 

Как ни огорчительно, этого мало, нужна еще конку­
рентоспособная поисковая система, поскольку Интернет 

поистине огромен. Несложно справиться с определенным 

запросом - скажем, на все страницы, содержащие слова 

«США» и «ураган», - и найти их все. Проблема в том, 

как отобразить эти результаты, ведь типичный поиск дает 

их от сотен тысяч до миллионов. Терпения пролистать все 

эти страницы не хватит никому. Поэтому хотелось бы, 

чтобы самые важные страницы отображались первыми. 

Те, кому «гуглить» приходите.я часто, знают, что Гугл 

удивительно успешно умеет справляться с этой задачей, 

и обычно удается найти искомое, просмотрев первую 

дюжину страниц или около того. 

Секрет- в правильном понимании слова «важный». 
Иде.я в том, что важной считаете.я та страница, на которую 
ссылаются много важных страниц. Будем изображать веб­

страницу в виде точки и соединять две точки стрелкой, если 

!)Чтобы осознать это число, полезно вспомнить, что расстояние по 
поверхности Земли от Северного полюса до Южного составляет двадцать 

миллиардов миллиметров. 
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имеется ссылка с одной страницы на другую, на которую 
указывает стрелка. Тогда Интернет будет выглядеть как 
сеть из почти двух миллиардов точек, соединенных стрел­

ками, которых больше миллиарда. Крохотный участок этой 

сети изображен на рис. 100.1. 

Рис. 100.1. Сеть ссылок на веб-страницы 

Страницы, к которым ведет много стрелок, считаются 
«важными•, в особенности если эти стрелки исходят из 

«важных• страниц. Если мы пронумеруем все страницы 
1, 2,... и присвоим вес ~ странице с номером i как 
меру важности этой страницы, то между этими числами 

должна существовать взаимосвязь. 

Например, если на страницу 2 ссылается страница 5, 
а всего с нее имеются ссылки на три страницы, то 

страница 2 «унаследует• одну треть важности страницы 5. 
Возможно, на страницу 2 ссылается еще страница 7, 
и из нее выходят всего десять стрелок. Тогда страница 2 
унаследует одну десятую важности W7 • Предположим, что 

других ссылок на страницу 2 нет. Тогда имеет место 

равенство 

W5 W7 
W2=3+10 · 

Большинство веб-сайтов связаны сложным образом, 

и потому в результате мы получаем более двадцати милли­
ардов уравнений с двадцатью миллиардами неизвестных 

Wl' W 2 , ••• • 

Математика, которую мы учили в школе, здесь не 

поможет. Большинство читателей имели дело самое боль-
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шее с двумя уравнения и двумя неизвестными. Но 

и для профессиональных математиков это число слишком 

велико, чтобы справиться с задачей обычными методами, 
хотя они с успехом применяются для оптимизационных 

задач с сотнями тысяч или даже несколькими миллионами 

переменных. 

К цели ведет другой путь: «случайные блужда­

ния•. Представьте себе интернет-зависимую пользователь­
ницу с навязчивым стремлением к веб-серфингу; будем 
звать ее Изабелла. Она стартует7 скажем, со страницы 

http://www.lbz.ru/. Затем она выбирает на этой странице 
случайную ссылку и переходит по ней. На новой странице 

Изабелла видит новый набор ссылок и одну из них 

выбирает_ наугад. Так начинается случайное блуждание 
по мировой паутине, в котором «более важные• страницы 

посещаются чаще, чем «менее важные•. Замечательно, 
что относительные частоты посещений удовлетворяют 

построенной системе уравнений. Иначе говоря, важность 

страницы может измеряться долей времени, которое интер­

нет-путешественник проводит на ней. 

Однако провести такие вычисления, по-видимому, не 
проще, чем решить исходную задачу. И это действительно 

так, если требуется получить точные решения. Однако 

приблизительное решение (допустим, с точностью до пяти 

знаков) можно получить за несколько часов. 
Теперь поисковая система вполне готова к работе: как 

только уровни важности вычислены, все остальное встает 

на место; нужно просто найти все страницы со словами 

«США• и «ураган», а затем вывести их в порядке убывания 
важности. 

Так в первом приближении выглядит метод работы 
поисковой системы Google. Подробности и уточнения 
довольно сложны, и к тому же хранятся под таким же 

строгим секретом, как формула кока-колы. Уточнения 

могут потребоваться, если наша случайная путешествен­
ница Изабелла попадет на страницу, которая никуда не 

ссылается. Чтобы этого избежать, на каждом шаге поиска 

с некоторой вероятностью р все ссылки на странице 

игнорируются и вместо них пользователь переходит на 

случайную интернет-страницу. (Это может быть непросто 



Глава 100. Математики становятся миллионерами 359 

для Изабеллы, но при наличии директории всех веб­

страниц проблем нет.) Говорят, что в поисковой системе 
Google используется значение р = 0,15, оно представляется 
разумным и, по-видимому, получено опытным путем. 

Кроме того, компания Google постоянно работает над 
устранением последствий «бомбардировок Google», - эта 

методика повышает важность веб-сайтов путем искусствен­

ного увеличения числа ссылок на одну из своих страниц. 

Тем временем конкуренты Google тоже не дремлют. 
Идет постоянная работа по развитию новых подходов 
и вычислительных методов для оценивания «важности» 

веб-сайтов. Для различных пользователей и для различных 

комбинаций слов в запросе «важность» может быть разной. 

Но учет таких тонких материй проводит к проблеме -
и у Гугла тоже - результаты поиска не удается получить 
за доли секунды. 



ЧТО ЧИТАТЬ ДАЛЬШЕ 

В последние годы появилось множество популярных книг по 

математике, некоторые из них уже упоминались на этих стра­

ницах. Здесь приводится небольшой список рекомендованного 
чтения для тех, кто хочет углубить свои знания. Полный регу­

лярно обновляющийся обзор литературы можно найти в разделе 

«Rezensionen• на сайте www.mathematik.de. 
М. Aigner, Е. Behrends: Alles Mathematik (Von Pythagoras 

zит CD-Player). Vieweg-Verlag, 2002 (2-е изд.) 
Материалы лекций, прочитанных в берлинском научном 

обществе (<Уранию~. Изложение ведется на более серьезном 

уровне, чем в настоящем издании, и требует более продвинутой 

математической подготовки. 

М. Aigner, G. Ziegler: Das BUCH der Beweise. Springer­
Verlag, 2010 (4-е изд.) 

Собраны самые красивые математические доказательства. Для 

тех, кто уже немного знаком с математикой. [Имеется русский 

перевод: М. Айгнер, Г. Циглер. Доказательства из Книги. Луч­

шие доказательства со времен Евклида до наших дней. - М.: 
Мир, 2006. - 256 с.; готовится русский перевод 4-го издания в 
издательстве «БИНОМ. Лаборатория знаний».] 

А. Beutelspracher: Ktyptologie. Vieweg-Verlag, 2008 (8-е изд.) 
Для тех, кто хочет систематически изучить тему «Криптогра­

фия». 

А. Beutelspracher: Mathematik fйr die Westentasche. Pieper­
Verlag, 2001. 

Замысел этой книги напоминает замысел настоящего издания: 
множество коротких рассказов о различных аспектах математики, 

но совпадений между обеими книгами поразительно мало. 

J. Bewersdorff: Glйck, Logik und Bluff. Vieweg-Verlag, 2007 
(4-е изд.) 

В «Математических пятиминутках» речь шла о различных 

аспектах случайного и азартных игр. Тот, кто хочет системати­

чески продвинуться в математическом подходе к «игре», найдет 

в этой книге обзор важнейших положений. 

А. Doxiadis: Onkel Petros und die Goldbach-Vermutung. Ltibbe­
Verlag, 2000. 
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В этом прекрасно написанном романе речь идет об ученом, 

который посвятил себя доказательству гипотезы Гольдбаха. 

О разрушении личности под влиянием увлечения математической 
задачей нигде лучше не написано. [Имеется русский перевод: 

А. Доксиадис. Дядя Петрос и проблема Гольдбаха. -Аст, 2002.] 
U. Dudley: Die Macht der Zahl. Birkhauser-Verlag, 1999. 
Обязательное чтение для интересующихся мистикой чисел. 

Р. Gritzman, R. Brandenberg: Das Geheimnis des kйrzesten 
Weges. Springer-Verlag, 2005 (3-е изд.) 

Это книга для сведущих в математике читателей, которые 

хотят больше узнать о математике, связанной с задачей комми­

вояжера. 

Н. Heuser: Die Magie der Zahlen. Herder-Spektrum, 2004 
(2-е изд.) 

Типичный Хойзер: написано отлично и очень информативно. 

О мистике чисел вы нигде не найдете больше. 
R. Kanigel: Der das Unendliche kannte Vieweg, 1995 (2-е изд.) 
Это подробная биография гениального математика Рамануд­

жана. 

R. Kaplan: Die Geschichte der Null Campus Verlag, 2003. 
Очень информативная книга для тех, кто хочет больше узнать 

об истории нуля. 

G. von Randow: Das ZiegenproЫem. Rowolt, 2004 (2-е изд.) 
Задачу про козлика мы довольно подробно разобрали в гл. 14. 

Но еще больше информации о ведущем программы, козлах 

и вероятности можно найти в этой легко читающейся книге. 

Р. Ribenboim: Die Welt der Primzahlen Springer-Verlag, 2006. 
В настоящем издании мы много рассказывали о простых 

числах. Здесь эта тема излагается систематически. 

М. du Sautoy: Die Musik der Primzahlen С. Н. Beck 2004 
(4-е изд.) 

. . . еще больше информации о простых числах. 
S. Singh: Fermats letzer Satz. Carl Hanser, 1998, 2000. 
Это одна из лучших популярных книг по математике. 

Читатель много узнает о математике и математиках из рассказа 

о задаче, которую решил Эндрю Уайлз, работая над теоремой 

Ферма. [Имеется русский перевод: С. Сингх. Великая Теорема 

Ферма. - М.: МЦНМО, 2000.] 
S. Singh: Geheime Botschaften. Hanser, 2000, 2001. 
Настолько же информативная и подробная, как книга 

о последней теореме Ферма, эта книга Сингха рассказывает 
об истории криптографии от античности до наших дней. Конечно 
же, в книгу включено подробное объяснение метода RSA, а также 
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рассказ о работе шифровальной машины «Энигма>>, и о том, 

как англичане раскрыли ее секрет. [Имеется русский перевод: 

С. Сингх. Книга Шифров. -М.: Мир энциклопедий Аванта+, 
Астрель, 2009. - 464 с.] 

R. Taschner: Der Zahlen gigantische Schatten. Vieweg-Verlag, 
2005 (3-е изд.) 

Здесь можно найти многие из тем, обсуждавшихся в насто­
ящем издании. Автор обратил свои знания в захватывающую 

и легко читающуюся книгу. К самым важным ее темам относятся: 

число и символы, число и музыка, число и время, число 

и пространство, числа и политика, число и материя, число 

и дух. 

В. М. Писаревский, В. Т. Харин. Про математику, математи­

ков и не только. - М.: БИНОМ. Лаборатория знаний, 2012 
(2-е изд.)1 >. 

Книга посвящена роли математики в познании человеком 
окружающего мира. На примере творческих биографий россий­

ских математиков ХХ века -А. Н. Колмогорова, С. Л. Соболева и 
А. Н. Тихонова - популярно рассказывает о достижениях совре­

менной математики. 

1>добавлеио редактором русскою перевода. 
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